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YOKREDE. 



Die vorKegende Schrift behandelt die Variationsrechnung fiir 
Funktionen einer unabhängig Veränderlichen in einer von der 
herkömmTiclien verschiedenen Weise. Zunächst wird nämlich 
der Fall, da nur der erste Differentialquotient unter dem Inte- 
gralzeichen vorkommt, ganz allgemein abgehandelt und von da 
aus zu den allgemeinsten Sätzen übergegangen. Dann ist aber 
auch der ganze verwirrende Ballast der Grenzgleichungen fort- 
gefallen, an deren Stelle die Betrachtungen des §. 6 und der 
ähnlichen späteren getreten sind. Ich glaube, dass dadurch 
die ganze Theorie an Einfachheit gewonnen hat. Dabei aber 
lag eine weitere Aufforderung zu dieser Auffassung in der 
Nothwendigkeit, jeweils entscheiden zu können, ob auch wirk- 
heh ein Maximum oder Minimum vorhanden sei, welche Ent- 
scheidung in der allgemeinsten Weise durchgeführt wurde. 

Somit glaube ich für Funktionen einer unabhängig Ver- 
änderlichen die Theorie zum endgiltigen Abschluss geführt zu 
haben, was selbst in dem Moigno-Lindelöf sehen Werke nicht 
geschah. Die Aufgaben sind ziemlich zahlreich und fast aus- 
schliesslich aus dem Gebiete der Anwendung gewählt. Wie 
sonst auch, habe ich in dem jetzigen Buche die Literatur des 
Gegenstandes kaum berührt.- Wer darüber Auskunft wünscht, 
findet sie in reichstem Maasse in „A History of the Progress of 



VI Vorrede. 

the Calculus of Variations during the nineteenth Century. By 
J. Todhunder. Cambridge and London. 1861".- 

Als besondere Werke über die Variationsrechnung 
führe ich an: 

Methodus inveniendi lineas curvas maximi minirnive pro- 

' prietate gaudentes , seu solutio problematis isoperimetrici in 

latissimo sensu accepti. Auct. L. Euler. Lausannae et Genevae 

1744. 

Analytische Darstellung der Variationsrechnung mit An- 
wendung derselben auf die Bestimmung des Grössten und Klein- 
sten. Von Dirks en. Berlin 1823. 



Die Lehre vom Grössten und Kleinsten. Von Ohm. Berlin 
1825. 

Theorie und Anwendung des sogenannten Variationscalculs. 
Von Strauch. Zürich 1849. 

An elementary treatise on the Calculus of Variations. By 
J eil et. Dublin 1850. (Deutsch von Schnuse. Braunschweig 
1860.) 

Lehrbuch der Variationsrechnung und ihrer Anwendung 
bei Untersuchungen über das Maximum und Minimum. Von 
Ste gmann. Cassel .1854. 

Legons de Calcul differentiel et de Calcul integraL Tome IV. 
Calcul des Variations. Par Moigno et Lindelöf. Paris 1861. 



Karlsruhe, im Juni 1867. 
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Erster Abschnitt. 

E]ine Funktion einer einzigen abhängig Veränderlichen 

wird gesucht. ' 

SteUung der Aufgabe. 

I. Angenommen, in einer Ebene seien zwei Punkte gegeben, 
deren Abszissen a und 1) (bei rechtwinkeligen Koordinaten) seien, 
nnd man soll zwischen diesen Punkten in der Ebene eine Kurve zie- 
hen, deren durch jene zwei Punkte begrenzter Bogen kleiner sei als 
der eben so begrenzte Bogen irgend einer anderen solcher Kurven. 

Ist allgemein y die Ordinate irgend einer der unzählig vielen 
möglichen Kurven, die alle durch die beiden Punkte gehen, so ist 
die Länge deg Bogenstückes : 



s 



wo wir allerdings voraussetzen, es sei 5 ^ a, und in der ganzen 
Ausdehnung wachse der Kurvenbogen mit wachsendem x. Dies dür- 
fen wir aber in unserer Aufgabe sicherlich, da Kurven, welche eine 
Zurückbiegung erleiden, dieselbe nicht lösen können. 

Ist y als Funktion von x bestimmt, so ist damit die Kurve selbst 
bestimmt, so dass wir also aussprechen dürfen, es solle in (a) die 
Funktion y so bestimmt werden, dass für dieses y der Werth von 
(a) geringer sei als für ein anderes. 

Den Grundbegriffen der Lehre von den grössten und kleinsten 
Werthen zufolge werden wir aber mit der gesuchten Kurve nur solche 

Di enger, Variationsrechnung. 2 



2 §. 2. Darstellung der Formänderung. 

vergleichen, die wenig Ton ihr abweichen, und es mnss für die ge- 
suchte der Kurvenbogen kürzer sein, als für die so mit ihr vergli- 
chenen. 

Es wäre natürlich denkbar^ wenn es auch in der vorliegenden 
Aufgabe thatsächlich nicht so ist, dass einer bestimmten Kurve die 
Eigenschaft des Minimums zukommt; dass dann, wenn man nach 
einander benachbarte, nur je der Form nach wenig verschiedene, be- 
trachten würde, endlich einer die Eigenschaft des Maximums zu- 
käme, u. 8. w. 

IL Wir haben eben gesehen, dass es sich darum handelt, für 

eine Kurve andere wenig der Form nach von ihr verschiedene zu 

setzen, und sie mit jener zu vergleichen. Analytisch gesprochen 

müssen wir also mit der gesuchten (vorläufig noch unbekannten) 

Funktion y nur solche vergleichen, deren Werthe, bei demselben x, 

sehr weniff abweichen von ihr, dieses 
Fiff 1 ..... 

^' ' Wenige aber in willkürlicher Weise. 

Dies ist nur denkbar, wenn man für y 
andere Funktions^ormen wählen 
kann, die immer willkürlich bleiben. 

Stellt AGB, Fig. 1, die gesuchte 
Kurve vor, so sind etwa mit ihr zu ver- 
gleichen: A CB, ABB, AEB, AFB, u. s. w. 

§.2. 
Darstellung der Formänderung. 

I. Wie wir oben sahen, handelt es sich vor Allem darum, zu 
untersuchen, in welcher Weise sich die gewünschte Formänderung 
analytisch dar&tellen lasse. Zunächst ist es nun leicht, eine Funktion 
zweier Grössen: x und £ herzustellen, welche für 

£ = 0, £i, «2» • • •» ^« , . . (a) 

die Formen 

9 (^), ^1 (^), ^2(i»), • • . '^n(x) (b) 

annimmt. Ist nämlich 




/(a) = 6 (6 - £i) (6 _ s,) . . . (e _ Sn), ^ = fr {b) (c) 

so wird 

.=w.)^:''j+*.(.)^+-+*.(«)^. . -w 

jenen Bedingungen genügen, wie man sich leicht überzeugen kann. 



§. 2. Daxstellung der Formänderung. 3 

Die Grösse ß ist ersichtlich eine stetige Funktion von 6, die für 
die oben in (a) angeführten Werthe die in (b) gegebenen liefert; 
für Werthe von «, die zwischen den erst genannten liegen, werden 
somit auch Werthe von ß (in x) folgen, die wir gewissermaassen 
ebenfäUs' als zwischen den in (b) aufgeführten liegend ansehen 
dürfen. 

üebrigen« giebt es noch viele andere Formen von /(f), die 
man statt der (c) benutzen könnte. So etwa dürfte man statt £, 
€ — «j, . . ., 6 — f « in (c) auch setzen: stna, sin{B — £i), . . ., 
sm{B — Bf^^n. a. m. 

n. Hieraus geht wohl schon hervor, dass man sich immer eine 
Funktion zweier Veränderlichen, x und £, denken könne, die durch 

^{x,B) (e) 

mag bezeichnet sein, welche die Eigenschaft hat, für £ = zu einer 
bestimmten Funktion qp (o?) von x zu werden ; für andere Werthe von 
€ aber ganz andere Funktionen zu liefern und bei stetiger Aende- 
nmg von € die Funktion von fp (x) stetig in andere umzubilden. 

Denkt man sich (e) nach dem Mao-Laurin* sehen Satze ent- 
wickelt , Bo hat man 

wo die Differenzirungszeichen sich natürlich auf s beziehen. Hier 

ß2 ... 

werden die EoefEzienten von £, , ••• ganz willkürliche Funktio- 

nen von x sein. 

Ohnehin ist es sehr leicht, eine Funktion ^ (x, s) anzusetzen, so 
beschaffen, dass sie selbst und ihre n ersten DifPerentialquotienten 
nach £ für 6 = die willkürlichen Funktionen 

<p(x% ti(x), . . ., tn(x) 
werden. Dieselbe könnte etwa sein: 

♦ («,£) = <jp(a:) 4- y*i(äj) + j^*2(«) + - + i7-^*«(^) 

gn+l 

WO /(«,«) irgend eine beliebige Funktion ist, welche nur der Be- 
dingung unterworfen ist, dass sie selbst und ihre n ersten Differen- 
tialquotienten nach s für s = endlich bleibt. 

ni. Ist also y = q>(x) die Auflösung der in §. 1, I. gestellten 
Aufgabe, so werden wir statt y in dem dortigen Ausdrucke (a) setzen 
i^(x,6), mit der Bedingung, dass ^(a?, 0) = 9(0;); der so erhaltene 

1* 






4 §. 3. Allgemeinere Aufgabe. 

Ausdruck muss dann, bei kleinem €, mehr sein, als für £ = 0, d. h. 
der neue Werth (des Bogens) muss ein Minimum sein für £ = 0. 

Lässt man, insofern nicht ganz besondere Bedingungen obwal- 
ten, ilf(XiS) durchaus willkürlich (mit der einzigen Bedingung für 
6 = 0), 80 ist sofort zu ersehen , dass man alle möglichen' Nachbar- 
kurven erreichen kann, also die Aufgabe richtig gelöst ist *). 

lY. Statt y durch ^ (o;, £), d. h. eine geschlossene Funktions- 
form zu ersetzen, kann man auch nach U. die Re^enform anwenden. 
Dann setzt man für y: 

y + Y*y + o*'y + W 

WO y die gesuchte Funktion, dy, d^y^ ... ganz beliebige Funktionen 

von X sind, die man erste, zweite, ... Variation von y nennt. 

dy 
Ist y' = -7^ und man setzt für y: ^(a;, fi), so hat man für y' 
dx 

d ^ (x, s) 
natürlich zu setzen: — -= . Wählt man statt der geschlossenen 

die offene Form (f ) , so hat man für ^ zu setzen : 

y' + Y «y' + ~ «V + • (fO 

wo nun aber 

ist. Bei der Willkürlichkeit von Sy, d^y, . . . sind natürlich die 
Grössen (g) ebenfalls ganz willkürlich. 



§. 3. 
Allgemeinere Aufgabe. 

I. Seien a und h zwei bestimmte Grössen , f(x, y^ yf) eine be- 

kannte Funktion von x^ y, ^^, so soll y als Funktion von x so be- 

ax 

stimmt werden, dass 



*) Man kann immer t// so beschaffen denken, dass für « = «i, wo «^ 
beliebig klein, tp {Xy «i) = F (x\ welches auch die Funktion F sei. Ebenso 
kann aber auch für c = e^ ^^^^ andere Funktionsform erreicht sein. Lässt 
man nun \p ganz willkürlich, wie dies im Folgenden der Fall ist, so können 
offenbar alle möglichen anderen Funktionsformen als erreicht angesehen 
werden. 



§. 3. Allgemeinere Aufgabe. 5 

b 

J = y /(^» y^t/) ^^ (a) 

a 

ein Maximum oder Minimum werde*); dabei setzen wir voraus, dass 
der Werth von y für x = a und x = J) gegeben sei. 

Ist y = q> (x) die gesuchte Funktion , so werden wir also nach 
§. 2 an die Stelle von y in (a) setzen ^(rr, £), wodurch wir erhalten 

b 

a 

und ausdrücken, dass Ji ein M. M. sei für £ = 0. Das kommt dar- 
auf hinaus, die Grössen 

dB ' d£« 
zu bilden, in ihnen £ = zu setzen ; dann die erste gleich Null zu 
machen und. das Zeichen der zweiten zu untersuchen. 

Setzen wir für den Augenblick z. A. wieder ^ (rc, £) gleich y, 

* , * — gleich y', so ist (da a, 1) unveränderlich sind) 
ds~ J IdydB "•■ iy' gej 

a 

~ J \jdydt^ dx\^Za) dsdx\d^)\ 

a 

b x=*b 

- J[d'y~Tx w)j rf **" + Z (v ä!)' 

wenn wir durch 

x^b 

7iF{x) den Werth von F{x) für a; = b, also F(6), 

x^b 

^F{x) die Differenz F(b) — F{a) (b) 



x^a 



bezeichnen. (Substitutionszeichen.) 

Bezeichnen wir für £ = (§. 2, IV.) 

-^ durch 8J, ^ durch dy, 
de 06 



*) Statt immer zu schreiben: „ein Maximum oder Minimum'', werden 
wir blos setzen: ein M. M. 



6 §-3. Allgemeinere Aufgabe, 

so ist 



x=*b 



WO nun aber (wegen s = 0) unter y die gesuchte Funktion 
zu verstehen ist. Dabei ist dy ganz willkürlich. 

Bedeutung von X. dy. 

IL Wir setzen allgemein y = i^{x^ f). Daraus folgt, dass wenn 
ri der Werth von y für x = h ist, man habe 

also 

* \ de /e^o de 

Demnach ist ^^»6 

Da wir aber voraussetzen, dass y für x z= h gegeben ist, also 
alle Funktionsformen, die wir hier betrachten , für x = 1) denselben 
Werth liefern müssen, so ist ^(&, e) nicht verändet'lich mit €, d. h. 
es ist 

^ ^i^' ^^ = 0, also auch dr) = 0. 

OS 

Dasselbe gilt für o? = a*). 

Gleichung des Maximums oder Minimums. 

ni. Hieraus folgt, dass in (c) das letzte Glied von selbst Null 
ist , mithin die allgemeine Bedingungsgleichung des M. M. ist : 

a 

Bei der Willkürlichkeit von dy ist aber diese Gleichung nur 
erfüllt, wenn 

^J-±(K\^0 . . . . (1) 

*) Hier ist übrigens wohl darauf za achten, dass wir h als von b unab- 
hängig anzusehen hatten , weil eben h eine bestimmte gegebene Grosse ist. 
Hinsichtlich des Zeichens (f lässt sich allgemein aussprechen, dass wenn u 
irgend eine Funktion von c ist, die Grösse ^u gleich sei dem Werthe von 

r— für « = 0. 
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Es ist die Richtigkeit dieser Behauptung sehr leicht einzusehen. 
Da nämlich dy willkürlich bleibt, so kann man etwa 



'-i-Ä(^]^ 



setzen, wo | innerhalb der Integrationsgrenzen immer positiv ist. 
Dann kann offenbar das Integral in (c') nicht Null sein , wenn nicht 
(1) erfüllt ist. 

Die (1) bestimmt nun die Funktion y. 

Behandlang der (1). 

lY. Diese Gleichung ist im Allgemeinen eine Differentialglei- 
chimg zweiter Ordnung, deren Integration also zwei willkürliche 
Eonstanten: Ci^ C^ einführt. 

Diese sind dann so zu bestimmen, dass y die beiden gegebenen 
"Werthe für x=^a, x = h annimmt. Damit ist dann der erste Theil 
der Aufgabe erledigt 

Besondere Fälle. 
Y. Ist 

wo 9^, ^ nur X und y enthalten, so ist -^ = ^, also 

3y dx \b\f) ~ dy "^ ^ dy dx ~ dy '^ ^ dy dx 

dii> , d(p 8^ 

'^ dy '^ ~ dy " dx' 

d. h. die (1) enthält gar keine Differentialquotienten. Jetzt wird, 
wenn nicht besondere Yerhältnisse eintreten, die Aufgabe insofern 
nicht lösbar sein, als man nicht y den beiden Grenzbedingungen 
unterwerfen kann. 

YI. Ist y nicht in / enthalten, so ist aus (1) sofort 

und eine nochmalige Integration liefert y. 

Vn. Ist X nicht entwickelt in/, so ist iy" = ^-7) 

Da aus (1) folgt, weil nicht 1/ = 0: 



ilf) <-> 



ß 
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so ist die (1) auch 

dx ^ ^ ^ dx \dyO ~ ' dx dx V dy'J ~ "" 
In dieBem Falle hat man also sofort: 

f-y^, = c, 

und eine nochmalige Integration liefert y, 

VIII. Wäre die Grösse 

dy dx 
identisch Null, so wäre 

f{x, y, y') dx 

unmittelbar integrirbar, und die Aufgabe gehört nicht hierher (vergl. 
§. 22, II., IIL). 

Wäre dagegen (d) identisch einer von Null verschiedenen Kon- 
stanten gleich, so wäre die gestellte Aufgabe nicht lösbar. 

Schlussbemerkung. 

IX. Wir müssen nun aber nochmals ganz besonders darauf 
aufmerksam machen, dass wir die beiden Grenzen des bestimmten 
Integrals J als konstant und gegeben voraussetzen, ebenso die beiden 
Endwerthe von y. In geometrischer Form heisst dies, es seien An- 
fangs- und Endpunkt der gesuchten Kurve gegeben, und alle an- 
deren Kurven, die man mit ihr vergleicht, müssen durch diese beiden 
Punkte gehen. Nur unter dieser Voraussetzung gelten unsere For- 
meln *). 

§. 4. 
Entscheidung, ob Maximum oder Minimum. 

I. Diese liegt im Werthe von - _ für £ = 0, welche Grösse 
® dB^ 

wir nun zuerst zu bilden haben. Dazu gehört, dass wir die in §. 3, 1. 



'*') Es dürfen also nicht etwa die Werthe von y' an den beiden Gren- 
zen, bchuis Bestimmnng der Eonstanten, gegeben sein, da man sonst nicht 
das Recht hätte, (in II.) (^17 = za setzen, was doch für die (1) benützt 
wurde. 
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j 7" 

erhaltene Grösse -z — nochmals nach b differenziren* "Wir betrachten 

de 

zu dem £nde zuerst 

Zdfdy 
dy'ds' 

Da wir für y eingesetzt denken ^(a;, «), also für y'; -^ — ^, 

ax 

80 wird 

^ / 8/ ay\ _ 8y / dV 8^ 8^ Ö/\ , 8/ 8fy 
de W dsj ~ de \dydt/ de "^ 8^2 dej "^ dy' de^' 

und wenn wir beachten, dass h nicht von 6 abhängt: 

d£ ZJVsy 86/ ZJL8« \8y8y 8£ "^ 8y'2 gcj 

^ZJV82/8£V* 

8y 8^y 

Hier ist (nach §.3, IL) für a = sowohl ^—, als auch ,^—5 Null; 

insofern also -^r — ;r— 7, :t-7:, ^r— r nicht unendlich sind für a; = & 

by^yf 8/^ 8^ 

(£ = 0), ist die eben betrachtete Grösse Null. Dasselbe gilt für a? = a. 
Bezeichnen wir also 

so ist 

a 

wenn man f = setzt. Wegen (1), da man ja den gefundenen 
Werth einzusetzen hat, ist dies: 

a a 

Nun ist 

8/ _ _^ 8/ ^ 8/ _ dV _ dV , _ 8V ,/. 

dp dx dy' dy 8a; 8/ dydy' ^ dy''' ^ ' 
also wenn man nach 6 differenzirt und dann £ = setzt (d. h. für y 
den gefundenen Werth): 
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33/* 83/« C^sf ^if 

dxdydt/ 8y*8y* dydy'^^ ) dx\dy'*^/ 
Setzt man also 

so ist 

Ö^J^f[p6y-f^(^Jy')]öyäx (a) 



a 



n. Setzen wir noch ^-4^ = §, und 



* («) = P« -^ (««') 0) 



BO ist 







wo P, Q bekannte Funktionen von x sind (in denen y den gefunde- 
nen Werth hat). 

Wir betrachten nun 
Diese Grösse ist 



also 



Setzen wir hier z =^ ut^ so ist 



w0(ttO — ut0(u)= — — (Qu^if). 

ax 

III. Gesetzt nun, es sei u eine Funktion von x so, dass 

0(u) = (y) 
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so ist hiernach 

also wenn man 



ut = Sy, ^ = — (ö) 

u 



setzt : 






Nun ist 



d[«y 



u^ dx w» ' dx w^ ' \<^ajy 
(«*S^ — u'SyY 

wird also t« nicht Null innerhalb der Integrationsgrenzen, 
so ist weil 8y an beiden Grenzen Null ist (§. 3, IL): 



a 



Bestimmung von u, 
IV. Setzen wir 

dp dx dy' ' 

80 ist natürlich 

S'J = fö Wöydx; a>(«) =1^ « + 1^ «' + 1^ u". 



a 



Die (1) ist TT = 0. 

Sei nun y = q>(x, Ci, c^) 

die aUgemeine Auflösung dieser Gleichung, so wird sie identisch er- 
füllt, wenn man diesen Werth von y einsetzt. Desshalb kann man 
sie dann nach Ci, C2 differenziren und hat 
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dy 
Setzt man also ^- = jg^ so genügt der 

oc 

dW , OTT . , dW ,, ^ dy 

+ -^TT » + -^ZTT ^ — 0: 0=:^, wo c = Ci, C2. 



dy ^ du' ^ d^' ' de 

Bei der linearen Form genügt man dieser Gleichung also durch 

^ + Ca— • 
dci dc2 



,^G,^+C 



d W dW 
Dabei ist in -^ — , -^-7 natürlich y durch q> (a>, Ci, C2) ersetzt 

dy 

zu denken. Für keinen anderen Werth als ^er = ^- wird aber be- 

dc 

kanntlich 

dw . dw , .dw „ ^ -, 

-^— + -^-p ier + -T-77- /' zu Null, 
dy dy' dy" 

wie sich aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen ergiebt. 

d W dW dW 

Daraus folgt, dass, da ^(u) = -^ — u + ^-7- w' -|- -^-^ u'\ 

man der (^) nur genügen kann durch 

^ + C2 — 

wo ^ die durch Integration von (1) gefundene Funktion ist. 
V. Kehren wir zu (2) zurück, so ist dort 

c^ + cM 

u8y' - u'8y ^ ^y' -"^ Sy = 8y' '-^ '-^ 8y, 



uz= Ci^ + Ci 



dci 8cj 

wo man noch durch eine der Eonstanten dividiren kann, so dass 

dci 8c2 dci dc2 

gesetzt werden darf. 

Lässt sich nun m so bestimmen (als Konstante), dass 
die Grösse (y') nicht Null wird innerhalb der Integra- 

tionsgrenzen*), so hat d^J dasselbe Zeichen wie tt-j;,, vorausge- 

oy^ 

*) Man braucht offenbar nur einen Werth, welcher der (y) genügt, der 
aber nicht Null werden darf innerhalb der Integrationsgrenzen. Wenn es also 
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setzt, dass diese Grösse immer dasselbe Zeichen habe innerhalb der 
Jntegrationsgrenzen. 

8V . 
Ist also jetzt ^-^ immer positiv, öo hat man ein Minimum; ist 

W . 

-r-n immer negativ, ein Maximum. Dabei sollen übrigens auch 

r, f^ j , TT-i nicht unendlich sein an den Grenzen (§. 4, L). Es 
dyo^ dl/ 

darf überhaupt keiner der in 0{8y) vorkommenden Differentialquo- 
tienten innerhalb der Integrationsgrenzen unendlich werden. 

Fall, da 1^ = 0. (§. 3, V.) 

VI. Jetzt ist 

dy dxdy* dy < dx* 

a a 

Es muss also, wenn die Aufgabe überhaupt zulässig ist, 
^-j — rs ^ dasselbe Zeichen behalten innerhalb der Integrations- 
grenzen, das dann offenbar wie oben entscheidet. 

VII. Wäre auch noch 



dxdy dy \dy dxj 



dy^ 
identisch Null, also 

^ _ ^ _ X 
dy dx ' 

dF 

▼0 X eine Funktion von a?, mithin wenn ^ = •^— , 

cy 

9 =^ + Xy + X,; q> + y'^ = ^ + Xy + X, =/, 

ßo wäre die (1): 

?/ _ A t^\ _^_^_Y_0 

dy äx \dyr) ~ dy ^x~ ' 

woraus natürlich nichts zu schliessen ist. Ist aber identisch X = 0, 
so ißt das Integral unmittelbar bestinunbar (§. 3, VIII.). 



einen Werth von u giebt, für den (/) nicht Null wird in diesen Grenzen, so 
wähle man diesen nnd die ganze Rechnung ist in Ordnung. 
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Fall, da / kein y' enthält. 
VIII. In diesem Falle ist die (1) in §. 3 : 

%-" <"' 

während man 

b 

8>J=ß^i8y)^dx (c') 

a 

findet. Im Allgemeinen wird wohl auch jetzt die etwa vorgelegte 
Aufgabe nicht lösbar sein; wenn sie es aber doch ist (was von der 

besonderen Form derselben abhängt), so entscheidet 77-;; • Diese 

Grösse muss also innerhftlb der Integrationsgrenzen beständig posi- 
tiv oder negativ sein, und man hat im ersteren Falle ein Minimum, 
im zweiten ein Maximum. 

Wir wenden uns nun zunächst zu Beispielen. 

§.5. 
1. Kürzeste Linie in einer Ebene. 

I. Zwischen zwei festen Punkten in einer Ebene soll *die kür. 
zeste Linie in derselben gefunden werden (§. 1). 

Hier ist 

Also (§. 3, VI.) 

woraus y' als konstant hervorgeht, d. h. 

ff = CiX + C3 (a) 

Dann (§. 4, III.) 

W_ __}____ 
dl/» ~ (1 + y'T- 

welche Grösse immer positiv ist. Femer (§..4, V.) 

WO nun offenbar m sich immer so bestimmen lässt, dass m-\-x nicht 
Null ist innerhalb der Integrationsgrenzen. Die Gerade (a) liefert 
also das Minimum. 
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2. Kurve der kleinsten Botationsfläche. 

II. Zwischen zwei festen Punkten in einer Ebene soll eine Kurve 
bestimmt werden so, dass dieselbe bei der Botation um die x-Axe die 
kleinste Oberfläche erzeugt. 

Hier ist 



o 

J= fy Vi + »'* dx. 



a 



WO vir h ^ a, y positiv and den Bogen wachsend mit wachsendem 
X voraussetzen. 

Die (1) giebt (§. 3, VIL) 



y'^y 



yVl +y'«-:|7^^ = Ci;y = CiVTT7^ 
Daraus 



^^^yl-Ä,,> = ±yy^^' 



Cl 






~ ce 



Setzt man C2 = Ci c <^, wo das Doppelzeichen dem vwigen ent- 
sprechen soll, so hat man 

d. L allgemein 



^~ 2 



X — * X — iy 



y = Y (« * + e " ) (b) 

- • 

wenn h, Je die beiden Konstanten. Die Kurve ist eine Kettenlinie, 
welche durch die zwei festen Punkte gehen muss. 

in. Es fragt sich nun aber, ob es möglich sei, immer durch 
zwei gegebene Punkte auch eine Kettenlinie zu legen, d. h. es fragt 
sich, ob man aus 
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V = iT\^' + ^ ^ )^ t = KV' + e ^ ) (c) 



wo 1^, g die (gegebenen) Ordinaten der beiden Punkte sind, die Kon- 
stanten h und k bestimmen kann. Setzen wir h — ä; = a, so ist 
die zweite (c) : 

und es muss also, bei festem Werthe von Cf, ein Werth h möglich sein, 
was auch das positive f sei: Dieser Werth ist übrigens auch nur 
positiv zu nehmen. 

Betrachten wir nun aber die Grösse 

so ist 

du ^ u^ ^' du^ u^^ ^ ^' 

welch letztere immer positiv ist bei positivem w. Die Grösse v er- 
reicht also einen Minimum werth, wenn 

e^ -^ e «-.--\^e»— e «*; = o, e« -f- 1 — -U « — 1 ) = 0, 

u u 



-VI 



4 + 1 



1 

u 



aus welcher Gleichung durch Näherung folgt: 

a . . . a 



— = + 1 • 19968, u = + -—T 
u — ~^ l'l 



9968' 



wo man das Zeichen immer so wählen kann, dass u^ ausfällt. 
Für diesen Werth ist v ein Minimum , und es findet sich 

Hg Cgi -19968 _L ß—l- 19968) 

" = ±-109968 - = ±3-01776«. 

Da der Bruch abnimmt mit wachsendem e, e' dagegen 

zunimmt, so giebt es nur einen Werth, für den 
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c' 



=v^;- 



Fig. 2. 



also in v aach ein einziges Minimum. 

Hieraus folgt, dass wenn die Kettenlinie soll gezeichnet werden 
können, nothwendig 

5 > ± 1 • 50883 (h — Jc) (d) 

sein muss, wo das Zeichen so zu wählen ist, dass die zweite Seite 
positiv ausfällt. Ganz eben so 

rj >±l' Ö0883 (a — Ä;) (d') 

Es läset sich dies geometrisch leicht aussprechen. Sind M, N, 

Fig. 2, die beiden Punkte, so ist die 
Abszisse des tiefsten Punktes JR der 
Kettenlinie ÄJ, und seine Ordinate Ä, 
so dass OC = kf CR == h. Dem- 
nach (wir nehmen a und h positiv) 
h — kz= GB, a — h= — AC. 
Ziehen wir nun durch C eine Gerade, 
welche mit der Abszissenaxe den 
Winkel a, bestimmt aus 

tga=l'bOS8d, a = 56028', 

macht, so muss N über dieser Geraden (GS) liegen; macht CT mit 
C denselben Winkel, so muss ebenso M über C T liegen. 

TV. Was die wirkliche Bestimmung von h und Ic betriflFt, so 
liat sie aus den (c) zu geschehen. Um dieselbe zu erhalten setzen wir 




woraus 
so dass 



, Ä = a + 11 + Ä^ = |(a + b) + Äc>, 



2fi 

a — Ä; 



= — ^— 9;b— Ä;=ri|— Ä9,~T-=/^--p, 






4/i 



{e^-Q + e- (."-(>>), 



woraus ft, 9 zu bestimmen sind. Dabei wollen wir 1^ > S annehmen, 
was offenbar der Allgemeinheit keinen Eintrag thut *). 
Dann ist (f* >> 0) 



♦) Für I? = C ist.Ä; = Vi (a + 6); /u ist, wie Ä, positiv, da I >. 

iogenommen ist. Da e^ •\' e~^ von t? = an wächst, aber ^ > C, so ist 
iU -|- ^ > |U — ^, also Q > und folglieh k > y^(a + h). 



D f • n g e r , Variationorochnung. 



2 
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1? - e = -^ (e^ - e-^) (cQ - er-Q)- 

(e." — e-i")»= (ef* + e-/")« — 4, a" — e-/" = V(ef^ -f e-.")2 — 4 ; 
weiter 



vm'-*-V(¥)'-*' 



somit 



vm'— vm'- 



_ 4ft c/'H- e-^ 
oder da I > 0: 



2(1^ — ~ ^ef^— e-^ ^®^ 

aus welcher Gleichung der positive Werth von /i zu ermitteln ist. 
Jedenfalls muss 

sein, von welchen Bedingungen die zweite die erste einschliesst, 
so dass 

ist, wie allerdings von selbst klar. 

Der Differentialquotient der zweiten "Seite von (e), nach ft, ist 

(ft«_e-«)« — 2^1.2. 3 ^^ 1..5 + 7^*' ^^^ ' 

also (für (1^0) immer positiv, so dass diese Grösse wächst mit 
wachsendem fi; der Differentialquotient der ersten Seite ist 



— .... ^ccj 



Der Zähler dieses Braches kann Null werden, wo dann 
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ist , welcher Werth wirkHch > -^ ist. Für ^ = -^ ist der Zäh- 

1er des Bruches (a) negativ, für ft =^ oo aber positiv, so dass er sein 
Zeichen wechselt bei dem vorhin angeführten Werthe. Die erste Seite 

von (e) Uon ^ r= — anj nimmt also anfänglich ab, und wächst 
später; sie erreicht ein Minimum für 



-AV'+s 



Für diesen Werth ist diese erste Seite 



t t 

welcher Werth zwischen — und 2 -^ liegt, also zwischen dem An- 
fangswerth von ^ und dem Doppelten desselben. 

Zeichnet man mithin die beiden Kurven, welche die erste und 

fc 
zweite Seite der (e), von ft = —^ an, darstellen, so wird die erste 

sieb Zuerst senken bis zu ft = —^ 1/ 1 -|- ~ und sich von da an 

wieder heben, während die zweite fortwährend steigt. Ein Durch- 
schneiden beider Kurven ist also möglich, nicht aber nothwendig. 
Im letzteren Falle istdie Aufgabe unlösbar (III.); im ersten giebt der 
betreffende Werth von (i die gesuchte Wurzel der Gleichung. 

Ist fi bestimmt , so ergiebt sich Q aus 

und dann Ä, k aus 

Ä = ^, k = l(a + b) + hQ. 

V. Behufs der Entscheidung , ob Maximum oder Minimum, hat 
man: 

df _ yy' ^2/ y 

d^-JTTY^' W'^il _^^,,)3/,, immer positiv. 
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Dann 

o / X — * X — k\ j^. / x—k X — k\ 

^ — - 1 ie— _ r~)- ^ — iG~ - f~) 

die— «^^ "^ ^'dx — ^^^ ^ ^' 

also 

8j^ dy dy y x — k dy 

dh dx^ dh h h dx^ 

dy . dy y /x — k \^y rd a v\ 

Sollte letztere Grösse innerhalb der Integrationsgrenzen Null 
wefden, so müsste 

y X — k y 

m = :r—i ; — i Äw — k = -j — x . . . . (f) 

hg h y 

sein. Ziehen wir nun im Punkte (oj, y) an die Kurve eine Tangente, 
so trifft dieselbe die Abszissen - (Rotations -) Axe im Punkte , dessen 

Abszisse = x — ■^. Da im Scheitel B die Grösse y' Null, also 

y 

"7 = 00, ist; von M bis E aber y* negativ; von B bis N poßi- 

tiv, so läuft von M bis B die Grösse ~ — x durch negatiw 
Werthe (bis — oo bei B) ; von B bis N durch positive (von + oo au). 

y 

Würde nun -7« — x, wenn man von M zn N geht, alle möglichen 

y 

reellen Werthe durchlaufen, so gäbe es off'enbar für jeden möglichen 

y 

Werth von m auch einen -j — x, der (f) genügte, und es würde 

somit unmöglich sein, einen Werth von m zu finden, für den 

dy dv 

^ + m ^ nicht Null würde (innerhalb der Integrationsgrenzen). | 

y 

Dies wäre etwa der Fall , wenn -7 — ä; für Jtf positiv, bei N nega- 

y 

tiv wäre. Würde dagegen -^ — x farM negativ, = — a, seiD,sö 

y 

müsste bei ^dieselbe Grösse entweder positiv, jedenfalls aber über— ß» 

y 
sein. Da wir a und h positiv annehmen dürfen , so ist — ; — x voi 

y 
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M bis R entschieden negativ, während von B bis N diese Grösse 
positiv und (später) negativ sein kann. 

Zieht man nun in M eine Tangente an die Eettenlinie und es 
trifft dieselbe die Abszissenaxe in Mi ; tnSt ebenso die Tangente 
im Funkte N in JVi auf die Abszissenaxe : so muss nothwendig 

ONi < OMi 

sein. Denn es ist für M: 



für N: 



^, — x = — OMr, 

y 



4 — a? = — OiVi, 

y 



und da mithin 

— OJVi > — OMu also ONi < OMi 
sein moBs, so ist unsere Angabe als richtig befunden. Die eben an- 
gegebene Bedingung lässt sich leicht dahin aussprechen, dass sich 
die fraglichen beiden Tangenten oberhalb der Abszissen- 
axe (auf der Seite der positiven y) schneiden müssen, wenn über- 
haupt von einem M. M. die Bede sein soll. 

ht diese Bedingung erfüllt, so hat man aber ein Minimum. 

3. Botationskörper vom geringsten Widerstand« 

VI. Man soll die Form desjenigen Botationskörpers bestimmen, 
welcher, wenn er parallel der Axe seiner Figur bewegt wird, den 
geringsten Widerstand in einem widerstehenden Mittel erleidet. 

Wir nehmen an, dass wenn eine Ebene vom Flächeninhalte F 
sich in einer zu ihr senkrechten Bichtung in einer Flüssigkeit von 
der Dichte q bewegt, mit einer Geschwindigkeit v, der Widerstand 
gleich kgFv^ sei, wo k ein bestimmter Koeffizient ist. 

Bewegt sich nun aber diese Ebene nach einer Bichtung, die mit 
ibrer Axe den Winkel (p macht , so trifft dieselbe in der Bichtung 
der Bewegung auf eine Flüssigkeitssäule, deren Fläche nur Fcosfp 
ist Die Geschwindigkeit v kann zerlegt werden in v cos q) senkrecht 
znr Fläche, und v sin (p parallel zu letzterer; nur mit jener stösst 
die Fläche senkrecht auf die Flüssigkeit. Demnach verhalten sich 
die Dinge so, als wenn die Ebene Fcosq> mit einer Geschwindigkeit 
vcostp senkrecht auf die Flüssigkeit stösst, so dass der Widerstand 
deich kQFv^cos^q) ist. Eine (Kreis-) Kegelfläche, die sich gegen 

ihre Axe unter einem Winkel ~ — g) neigt, und sich nach der Bich- 
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tung ihrer Axe mit einer Geschwindigkeit v bewegt, ist in derselben 
Lage, wie die so eben betrachtete Ebene, insofern beide Flächen 
denselben Inhalt haben. 

Eine Rotationsfläche ist der Grenzwerth einer Summe von 
(Kreis-) Eegelflächen , und da die Neigung 'tp jedes Elementes der 

erzeugenden Kurve gegen die Axe durch die Gleichung tgtif = -=-, 

dy 
also die Neigung (p der Senkrechten auf dasselbe durch cotg g> =r — 

dx 

dy 
gegeben ist, woraus cos(p=-- — 7===. folgt, so findet sich leicht, 

dass der Widerstand der Rotationsfläche gleich 









ist, wenn a, h die festen Abszissen der Endpunkte , y die (laufende) 
Ordinate der erzeugenden Kurve ist. Die Endpunkte derselben sind 
übrigens als gegeben angesehen. Jetzt muss also 

b 

yy''^ 



/ 



dx ein Minimum sein, wo nun (§. 3, VII.) 



1 + y» 



/ 



■ 1 + y'* 

ist (y und y* positiv). 



Die (1) liefert 



yy*^ 



y 



y /i ■ ■./^^9 — — ^^1' 



d. h. 

-2yy''^ = ^2c, (1 + 1/^2)2, y= c, ^^ +f'^' . 

Setzen wir ^ = m, so ist 

(14-M*)s dy dx 1 Cdy ßy 1. 

" ' «3 »da; dy « J « J du u 

Als Integralsystem der gesuchten Kurve hat man also 
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X = c, [l («) + i + ^J + c, y = c, ^i-^äP-*, . . . (g) 
zwischen welchen Gleichungen u zu eliminiren wäre. 

' Vn. Aus (g) folgt 

dx _ (1 + u^) (u* — 3) dy _ (1 4-u»)(tta — 3) 
^w ~ ^^ i**^ ' du~ ^' u^ 

d^ _ 15 + 6tig~u* d^y _ 4ci (3 + u^) 
du^ ~ ^* I«« ' du^ ~ M» 



(gO 



Dabei ist Ci ]>> 0, wie aus der anfanglichen Gleichung sofort hervor- 
geht (y und y' positiv). Aus den (gO folgt, dass f ür «* = + Vo\ 
wo jedoch nur das obere Zeichen gilt (da u == y' Hur positiv ist), 

y ein Minimum erreicht, da dann -^—i > ist. Für denselben 

Werth ist übrigens auch x ein Minimum. Von u = k 3 an werden 

also y und x mit u wachsen; lässt man u unter Vs sinken, so wer- 
den X und y ebenfalls wachsen mit abnehmendem u. 

Die durch (g) gegebene Kurve scheidet sich also naturgemäss 

in zwei Zweige; im einen geht u von k 3 an bis ins Unendliche ; im 

anderen u von Vd bis 0. Wir wollen die Zweige als ersten 

(u >> V3) und zweiten (w <C Vd) unterscheiden. 

Da 

d^y du 1 w* 

Jx^~ dx~ cT (1 4- w«) (w« — 3) 

im ersten positiv, im zweiten negativ ist, so wendet jener seine hohle 
Seite nach der Eichtung der positiven, der andere nach Richtung 
der negativen y. 

y ist unendlich für u = 00 und für t^ = 0, so dass beide Zweige 

ins Unendliche verlaufen; für den ersten Zweig (w> y3)istaj=oo, 

wenn y = 00 ; für den zweiten (w <C V3) ist für w= ebenfalls 

a: = 00. 

dy 
Da -j^ = Uy so haben im Anfangspunkte beide Zweige dieselbe 
dx 

Tangente, welche mit der Abszissenaxe einen Winkel von 60^ macht, 

und es ist der erste Zweig beständig über, der andere beständig 

unter dieser gemeinschaftlichen Tangente. 

Ist Dämlich yi die einem bestimmten x zugehörige Ordinate der 

Tangente, so ist die Differenz 
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(1 + u^y 

anfänglich {u = Vs) Null; ferner ist 

^ = Vs , ^ = V3 — = Vs c (^ + ^^) (^' -^ ^) 

da? 'du du ^ u^ ^ 

also 

ä(if-9i) ^ (1 + w8) (^» _ 3) ^/- (1 + «') («' — 3) 

=z Ci — Ci V ö ^ 

du u^ u^ 

(1 + u^) (t*2 — 3) (w — Vs) 

= Ci g 

u^ 

Diese Grösse ist hiernach in beiden Zweigen positiv, und folg- 
lich wird im ersten Zweige, wo u wächst, y — yi wachsen, also im- 
mer positiv sein; im zweiten, wo u abnimmt, auch y — yi abneh- 
men und mithin beständig negativ sein. 

VIII. Ehe wir weiter gehen, wollen wir über M. M. entscheiden. 
Um ;r — , ;r — aus (g) ZU finden, wird man u als eliminirt zu 

OCi OC2 

denken haben, so dass man u als Funktion von {x und) Ci und c^ 
mittelst der ersten (g) anzusehen hat. ^ 

Daraus folgt 
dy_ _dydu^ dy__ (1 + u^ fa^— 3) du , (1 + ^^)^ 
dci dudci dci * u^ dc^ u^ 

dy_ _dydu öy^ _ (1 -\- u'^){u^ — 3) ^^ 
dc<i du 'ÖC2 dc2 ^ u^ 8ci' 

und dann 

^ ^ t*^ W^ U^ OCi 

(1 + u^) (3 - u^) du 
= c, 8^+^' 



:^ i — i u \l(u) -\ — - H : = 



woraus nun 

dy^ 

dci 

dc2 dci dc2 Ci Ci 

dy'~^ {l+y'^r 82/2- (1 4-y2)3 

Da wir 1/, / positiv voraussetzen, so muss also für das gesuchte 
Minimum 3 — «/^ d. h. 3 — t«^ positiv, w < Vi sein. Es kann 
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also nur der zweite (untere) Zweig, der gegen die Abszissen- 
axe hohl ist, den Forderungen der Aufgabe entsprechen. 

Die weitere Bedingung besteht darin, dass ein Werth von m 
möglich sein muss, für den nicht 

JL - 






— — X — (ci m — 0-0 = 



\i 



ist. Nun ist u <r Vs ; x wird jetzt wachsen mit wachsendem 

Kurvenbogen, da wenn Jl, Fig. 3, der Anfangspunkt , AB die Tan- 



Fig. 3. 



\. 




gente in demselben, alle Tangenten 
die Abszissenaxe in Punkten treffen, 



deren Abszissen 



('-ö 



kleiner 



X 



sind als für die erste; daraus folgt 
von selbst, dass die fragliche Grösse 
nicht alle möglichen Werthe durch- 
läuft, man also m immer noch so 
wählen kann, dass die vorhin ange- 
führte Gleichung nicht erfüllt ist. 
Demnach hat man ein Minimum. 

IX. Die Bestimmung der zwei Konstanten erfolgt aus der be- 
kannten Lage der zwei Endpunkte. Da die Lage des Koordinaten- 
anfangs eine ganz beliebige ist, so kann man ihn nach Bequemlich- 
keit wählen. Legen wir ihn einmal so, dass A in der Ordinaten- 

axe liegt, so ist da C ^= Ci \l (Vs) + -j- + 57 + ^2, das Glei- 



chungssystem des Zweigs: 

4u^ 



= *'^[^W + Ä+^*-H^3)-Ä]'^ 



Cl 



(1 + W2)2 



U* 



und es wird sich fragen, ob irgend ein beliebiger Punkt der Ebene, 
dessen x und y positiv sind, in dieser Kurve liegen kann. Sind p, q 
dessen Koordinaten, so muss 

_ (1 + u^)^ 



p = c, [m + ;J-, + £i - \m - n]' ^ = '^ 



u 



3 



sein. Daraus zunächst 

r3 



JL 



u* 



[l (u) - l J (3) - ^] 



+ « + 4S 



(1 4- u'^y 
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woraus u zu bestimmen ist, worauf dann Ci sotbrt folgt. Es wird 
sich also blos um die Frage handeln, ob die zweite Seite dieser 
Gleichung alle möglichen positiven Werthe annehmen kann. Sie 

ist aber f ür m = Vs, und oo für w = 0, woraus unsere Frage 
sofort bejahend beantwortet ist. 

Sind nun im Allgemeinen die Koordinaten der beiden gegebe- 
nen Endpunkte (für die anfangliche Lage der Axen): 



so muss 



+ Ci, ti = Ci 



(1 + t*2)2 



u,^ 



sein, wo Ui, «f^ die entsprechenden Werthe von u bedeuten. Aus 
diesen vier Gleichungen sind Ui, W2i ^i» (h zu bestimmen. 
Man hat 



so dasB 






'S 

n 



^[<?W + % + ^] . 



(«) 



(1 +«• 

ist. Denkt man sich also eine Tabelle der Grösse 

h^+^+^JöTw ^"^ 

berechnet, so wird man darin diejenigen Werthe von «*(wi, W2) wäh- 
len, für welche die (a) erfüllt ist. Dann ergeben sich Ci, C2 sofort, 
und die Aufgabe ist erledigt. 

Man wird beachten, dass der Körper, den wir gefunden, ring- 
förmig ist, d. h. dass wir ihn vorn und hinten offen denken, wie na- 
türlich, da wir den Widerstand des vorderen Kreises nicht in Be- 
tracht ziehen. 

Wollte man übrigens fordern, dass im Anfangspunkt y = Q 
wäre, so hätte man oben 1^ = 0, woraus Ci = folgen würde. 
Dies würde in VI. zur Folge haben: 

^ = 0, oder y' = 0, 



§. 6. Grenzbedingungen. 27 

von welchen Gleichungen die erste zu verwerfen wäre. Die zweite 
würde 

liefern, wo aber c^ = sein müsste. Dies ist natürlich abermals 
zu verwerfen, so dass also eine in eine Spitze auslaufende Form 
nicht besteht. 

§.6. 
Grenzbedingtingen. 

I. In den seitherigen Untersuchungen nahmen wir an (§. 3, I.), 
dass die Grenzwerthe von X (a und b), so wie die Werthe von y für 
diese Werthe gegeben, also unveränderlich, seien. Es kann sich 
nun aber ereignen, dass gewisse Bedingungen, die nur an den Gren- 
zen stattfinden sollen, gegeben sind, aus denen dann erst die Werthe 
von a und b, u. s. w. zu ermitteln sind (Grenzgleichungen). 

So etwa könnte in dem ersten Beispiele des §. 5 noch bestimmt 
sein, dass die kürzeste Kurve nicht zwischen zwei Punkten in der 
£bene, sondern zwischen zwei gegebenen Kurven (in derselben) zu 
ziehen ßei, wo also die Grenzwerthe der Abszissen (a und V) und die 
ihnen zugehörigen Ordinaten den betreffenden Gleichungen der Kur- 
ven genügen müssen. 

Derartige Aufgaben lösen sich nun aber ganz in der seitheri- 
gen Weise. 

Soll also das Integral 



/ 



f{p,y,'i/)äx (a) 

'ZU einem M. M. werden, und sind Xi, x^ selbst noch zu bestimmen, 
wozu ganz offenbar noch gewisse Nebenbedingungen werden gegeben 
sein müssen, so wird man bedenken, dass wenn die Aufgabe über- 
haupt lösbar ist, endgiltig die Werthe aJi, fl?2> sowie die zugehörigen 
Werthe von j/, bestimmt (gefunden) sein müssen. 

Gesetzt nun, man lege sich dieselbe Aufgabe nochmals vor, nur 
mit dem Unterschiede, dass man für Xi , Xj die gefundenen (also fe- 
sten) Werthe und für die zugehörigen y die ebenfalls gefundenen 
(festen) Werthe denke; so wird man offenbar dieselbe Auflösung 
(d. h. dieselbe Funktion y von x) wieder erhalten. 

Will man die endgiltig gefundenen Werthe nicht thatsächlich 
einfahren, was man denn doch nicht kann, da sie ja erst als ge«* 
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fuDden gedacht sind, so kann man immerhin den Xi^ x^ und zuge- 
hörigen y feste Werthe beigelegt denken, deren nähere Bestimmung 
man sich vorbehält, und dann die Aufgabe unter dieser Anschauung, 
die nach dem Vorstehenden entschieden zulässig ist, lösen. Dadurch 
aber ist man in die Form, des §. 3 gerathen und alles dort Gesagte 
bleibt vollständig, wie es gesagt ist, anwendbar*). 

Man wird also y als Funktion von x aus der Gleichung (1) in 
§. 3 bestimmen, und dann die Werthe der eingetretenen Konstanten, 
so wie von aJi, x^ aus den weiter gegebenen Bedingungen ermitteln. 

II. Was nun aber diese Ermittelung betrifft, so wird man be- 
achten, dass wenn y aus (1) ermittelt ist, und man diesen Werth in 
(a) einsetzt, das Integral 

') dx 



j f(x, y, y'] 



sich auswei-then lässt. Dieser Werth erscheint dann als Funktion 
von Xit X2 und den durch Integration eingetretenen Konstanten. 
Diese Grössen müssen, unter Berücksichtigung der zwischen ihnen 
bestehenden Beziehungen, die sich dadurch finden , dass man y ah 
Funktion in die Grenzgleichungen einsetzt, so bestimmt werden, d&as 
der gefundene Werth ein M. M. ist. Die so zu lösende Aufgabe ist 
nunmehr ganz einfach die der sogenannten relativen Maxima oder 
Minima (M. M.) der gewöhnlichen Differentialrechnung, wird also 
nach den dortigen Lehren behandelt, wodurch denn auch die ganze 
• Aufgabe erledigt ist **). 

Grenzwerthe unter dem Integralzeichen. 

III. Es kann sich ereignen, dass in der Funktion/, welche in^ 
dem Integrale (a) vorkommt, die Grenzwerthe Xu ic-i, oder die ent- 
sprechenden Werthe von y^ enthalten sind. Dies ändert aber an den 
so eben aufgestellten Vorschriften nicht das Geringste. Diese Grössen 



*) Daraus folgt von selbst, dass die „Grenzgleichungen^ nicht y' enthal- 
ten dürfen, da man sonst y (für die Grenzwerthe von x) nicht daraus ziehen 
könnte, was doch als möglich angenommen ist (vergl. Note zu §. 3, IX.) • 

**) Da sich meistens Alles so verhält, dass wenn man x^ X2 fest denkt, 
man geradezu die in dem Früheren geloste Aufgabe hat, so werden end' 
giltig blos diese zwei Grössen als wirklich zu bestimmen übrig bleiben, so 
dass man eigentlich ein M. M. für eine Funktion zweier Veränderlichen hat 
(vergl. die Noten zu §. 7, VII.; §. 9. VI.). 
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sind eben zunächst als Konstanten zu behandeln, und bei dem end- 
gütigen Problem treten sie dann natürlich mit ein. (Selbstverständ- 
lich dürfen die Grenz werthe von «/' nicht vorkommen.) 



Entscheidung, ob Maximum oder Minimum. 

IV. Auch hier gelten die früheren Kegeln. Es ist natürlich 
angenommen, dass die endgiltig gelöste Aufgabe eine solche, bei der 
von einem M. M. die Rede ist, war. Denken wir uns also die Grenz- 
werthe fest (wenn auch noch nicht bestimmt), so musste man ent- 
weder ein Maximum, oder auch ein Minimum haben, was nach §. 4 
zu entscheiden ist, wobei die Konstanten noch unbestimmt bleiben 
sollen. Die Bestimmung derselben (II.) hat dann so zu geschehen, 
dass wirklich ein Maximum oder Minimum eintritt, was nach den 
gewöhnlichen Regeln der Differentialrechnung entschieden wird. 
Begreiflich darf die letzte Entscheidung mit der ersten nicht in Wi- 
derspruch stehen, wenn die Aufgabe lösbar sein soll. 

Zusatz. 

V. Die früher gelöste Aufgabe, da OJj, X2 und die zugehörigen 
Werthe von y, die ^1, y^ heissen mögen, fest sind, gehört nicht un- 
ter II. Denn die Bedingungen 

Xi = a, X2 = h, yx = ä, 1/2 = h, 

in denen für y die gefundene Funktion q){x, Ci, c^) eingesetzt wird, 
wodurch sie heissen: 

Xi = a^ X2 = h, (f (a?i, Ci, Cq) = h^ cp (x^, Ci, c^) = Je 

bestimmen ä?i, a;?, Ci, C2, so dass hier von einem relativen Maximum 
oder Minimum keine Rede mehr sein kann. 

Beispiele werden das Verfahren am besten erläutern, wobei als 
allgemeiner Grundsatz festzuhalten ist, dass alle zu bestimmenden 
Grössen auch wirklich müssen bestimmt werden können, wenn die 
vorgelegte Aufgabe soll lösbar sein. 

§. 7. 
1. Kürzeste Linie in einer Ebene. 

I. Von einem festen Punkte aus soll an eine gegebene Kurve 
eine kürzeste Kurve gezogen werden (Alles in einer Ebene). 
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Nach §. 6 und §. 5, I. ist die gesuchte Kurve eine Gerade, 
deren Gleichung sei 

y = cix + Ci (a) 

Die Koordinaten des festen Endpunktes seien a, i^; die Glei- 
chung der gegebenen Kurve: 

q>(x,y) = (b) 

Ist Xq die Abscisse des anderen Endpunktes, y^ die zugehörige 
Ordinate (= C] Xq -^ C2), so sind ^i, C2, ^2 bo zu bestimmen, dass 
das Integral 

fVTTV* dx = (t,- a) Vi + c,' 

a 

ein Minimum wird und zugleich 

9 (a?2i Ci ic, + C2) = 0, 1? = Ci a 4- C2 (a) 

ist. Dazu gehört, wennÄS], I02 noch zu bestimmende Konstanten sind, 

dass man 

(a?2 — a) Vi + c^ 4- *i 9^ (^2» <Ji a^ + Cj) + Äo (^ — Ci a — c,) 
nach 0*2, Ci, C2 differenzire, die Differentialquotienten Null setze und 
mit (a) verbinde *). Dies liefert 

+ Äj -T — X2 — aki = 0, fci -^^ hy = 0, 

wo y-i = Ci »2 -|- C2 ist. 
Hieraus 

Vi + Ci* ^y« 0^2 Vi + C{ 

03/2 V^l + cfL8iC2 0^2 J ^2^2 8^2 

Demnach hat man X2i Ci, C2 aus 

dw d(p 

9^(«2,ya)=0, ^— — c, ^— = 0, ri = cia + C2, y^ = CiXo + C2 03) 

zu bestimmen, was gerade ausreicht. 



*) Natürlich konnte man aus der zweiten Bedingiingsgleichung (a) aocfa 
C2 ziehen und in die erste einsetzen, wodurch nur 

g) (x2, Cj Xg — CiQ — rj) =. 
bleiben wurde, wie dies später in («') geschieht. 
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Die zweite dieser Gleichungen sagt aus, dass die Gerade (a) in 
die Richtung der Normale an die Kurve (h) im Punkte (x^^y^) falle. 
Demnach steht die Gerade auf der Kurve senkrecht. 

n. Ob man nun wirklich ein Maximum oder Minimum habe, 

ist dahin zu untersuchen, ob der Ausdruck (x^ — a) Vi + c^ ein 
solches werde, wenn man für x^ und Ci die aus (ß) gefundenen 
Werthe einsetzt. Dabei ist zu beachten, dass eine erste Entschei- 
dung schon in §. 5, I. gefallt wurde. Da die (a) durch 

9)(a?2, CiÄJa + ^ — ci«) = («') 

ersetzt werden können, so ist Ci als Funktion von X2 anzusehen , und 

wenn 

K=(x,'- a) Vi + ci, 

80 liegt die Entscheidung im Zeichen von -;f— 3* 

Aber 
^ — V i .1- .« o. r-r ci dci d^K_ .2ci dc^ 

{Xj — o) /dciy (Xj — a)ci 8'ct 

^(1 + crr^ \dxj '^ vTT^ dxr 

T^+ö^ («8— o) 5-^+Ci =0; 0-^ + 2^ — I— fe— a);T-^.+Cl 



'2 

Hieraus 

8g? 



/ X 8^1 , dx2 d(p V^dci , , N^^cil 



8«y 
8a:| 



82/2 
8*g? 8 g) 



, 2 8a^8y2 8a;2 8« 



9 \8a?2/ 



8£ S^/aVö^y 

8^3 \82/2/ 



d.h. 



_ _ 829 /8yy 8gy 89 öjgp _ 8^9 /8yy 

8«! \8y2/ 8a?2ay3 8aP2 8^2 8y./ \8a:2/ 
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Da es sich nur um das Zeichen von -^-^ handelt, so kann man 



dxl 

diese Grösse füglich mit (1 + c^)^^^ multipliciren und untersucht das 
Zeichen von 

d. h, von 

d. h. von 

<--»>©■ .- 

, /i I 2\ L 8a;2 8^2 'dx^ dy^ dxlXdyJ dy^ \dx.J J 

V 



.^yJ 



oder da -rr^ =■ Ci ;—-» das von 
cy-i dXi 



^^+^'^^e,(H-cf) 



r''' 8»ä82,, 8^.r' 8y/J 



' dx, 
oder endlich, da c^ positiv und ebenso 1 -\- c^, das Zeichen von 

' 8fl?2 ^ \8ä;| 80^282/2 82/oV 



(y) 



dq) 

dx*2 
wo wir «2 — a ^ voraussetzen, d a sonst die Länge 

Z = — (xo — a) VT+l^ 
zu setzen wäre. 

Fällt (y) positiv aus, so hat man ein Minimum; fällt dagegen 

diese Grösse negativ aus, ein Maximum. Der Natur der Aufgabe 

gemäss ist nur das Erste zu beachten. 

IIL Wäre etwa die gegebene Kurve ein Kreis : a?^ + ^^ = **^ 
so wäre 

ox oy 
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also die (y): 

(1 + cf) x,-(x,- a) (c/ + 1) _ g (1 + c») 

und die Entscheidung liegt im Zeichen von — • Die (ß) sind 

^'-2 + ^2^ = ^^ y« — Ci a;2 == 0, 1/ = c, a + c^, «/^ = «^i -^2 + ^j- 
Daraus 



«/i = c, ar2 ; a;^^ (1 + cf) = r»; c^ = 0; Ci = -(• ; 



ar a?2 , r 



i,^ (a^ 4- »?») = r'a», o;, = ± ,, "' . =:^ = + 



Das Zeichen von — ist nun entscheidend und da man blos ein 

a 

Minimum heben soll, so muss das obere gelten, d. h. es ist 

X.2 =: ^ .. = und die Gerade: y = -^ x, 

Va2 4- ??2 • a 



2. Kurve des schnellsten Falls (Brachistochrone). 

lY. Man soll in einer Yertikalebene diejenige Kurve bestimmen, 

in der ein schwerer Punkt (vom Ge- 
'^* ' wicht e p) in der kürzesten Zeit von 

einem Punkte zum anderen gelangt, 
wenn er blos durch sein eigenes Ge- 
wicht bewegt wird. 

Sei die Axe der x horizontal, die 
y-Axe vertikal im Sinne der Schwere, 
P der Druck auf die Kurve, so ist be- 
kanntlich 

p ci'^x ^ p ^^y ^ . 

- -r^=—Pcos OL, —-r7z=p—Psma:, 
dx dy . 

cos a -77 + S2W a -77 = 0. 

dt dt 




Daraus 

P 
9 



^ dr^ dtj-^ dt' 2g[\dt) ^\dt)]~^^ 



d^x dx 
de» 'dt 

Bezeichnen wir nun den Anfangswerth von x durch Xi (§. 6), 
^^n zugehörigen von y durch n] , und durch 6 die Geschwindigkeit 
iu diesem (Ausgangs-) Punkte, wo 5 gegeben sei; so ist 

I> i e u s c r , Variationarec1mun(^. 3 
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also 



m + c 



'^v-ur^y=2,(,-,) + 5- 



WO wir die Wurzel nur positiv nehmen, da wir t und x zugleich 
wachsend denken. 

Ist also ^2 die Endabszisse, r die Dauer des Falls, so hat man 



J 



^, V2g(p-r}) + b^ 



i ^2 ^ ^i (c) 



welche Grösse nun ein Minimum werden soll. 

Dabei ist d6r Fall des §. 6, III. eingetreten, da i^ der (untere) 
Grenzwerth von y ist. Hier hat man (§. 6, 1.) 

Vi + y'-' 



^ ^ dy'— Y 2g(i, — rj) + b^ Vi +^2 V2^(2^-ti) + b^ 
so dass (§. 3, Vn.) 

Cr=VT+7^V2g(,-^n) + ^^', 2g(yl'n) + l>^ " ' = "'"' 
_j_Vci^--2^(y — iy) — feg dx_ 



^ V C^-[2g(y^ri)+h'V^ ^ 



^ —-\- 

- y2g(y — n) + l)^ ' dy 

wo nun (da x immer wächst) das obere Zeichen gilt , so lange y 
wächst, das untere, \«renn y abnimmt. Da 2 g (y — >?) + ?>^ wesent- 
lich positiv war, nämlich = (-tt) + ("jT") » so kann ein Wechsel 

dann eintreten, wenn der Nenner durch Null geht. Dieser Wechsel 
tritt also nur ein, wenn 

2g{y -V) + h^ = c? (e) 

ist. Um (d) zu integriren, setzen wir 

2giy-v) + ^' = lcl{l —coscj) (f) 

was zulässig ist, da immer 2 g (y — rj) -\- h^ ^ c^ sein mass. 
Diese Grösse wird cf^, wenn cosvD = — 1, also o) = ;r, so dass ^« 
Zeichen Wechsel in (d) für (o = 7t stattfindet. Da anfänglich y =ti\, 
also 2g(y — i?) -f- 5^ — - 52^ so ist dann \c^{l — costo) = h^, was 
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einen Werth cosg) = l — liefert, der o zwischen und n 

giebt. Wir werden nun cö überhaupt innerhalb der Grenzen Oi und 
2» -f a>i nehmen, wenn Cöi der Anfangswerth ist, innerhalb wel- 
cher Grenzen \cl (1 — cos ö) nur einmal gleich c^ wird. In (d) 
gilt dann das obere Zeichen von cOj bis :r, das untere im weiteren 
Verlaufe, vorausgesetzt, dass anfanglich X und y wachsen, was wir 
offenbar annehmen dürfen. 
Da 



X 

so ist 



^J ^ c{ — lc{(l — cos©) 2g 

= Ca +7^ / Vr^^y« smodo). 

Aber Vtgr^ i cj = f^ | (ö von co, bis 7t -, dann V^^^ia)= — ^^^ « 
(vergl. Y., wonach CJ unter 2 7t), so dass allgemein 

c2 /» c^ r 

X = Cj -{- -T- / tg l(*i sin(Ä)d(o = c, -{- -^ j $in^\(od(o 



^gJ "^ "^ ' ' 2g 

c^ 
= Ca -f -i- (o) — sin g)\ 

Demnach endlich ist das Integralsystem von (d): 

X = 

' " 4 

2 



= C2 + j- ((o — sino}), y — rj 4. — = ^ (I — cosg)), 



oder wenn -~ = r (positiv), C2 = — c + ^1 • 

X — a?i -f- c = r(ß) — siw(ö),2/ — V -\~ i;~ = ^ (^ — ccsco) . . (g) 

2g 

wo nun c, r die beiden eingetretenen Eonstanten sind (x und J/ an- 

ftnglich wachsend). Dieses System stellt eine Zykloide vor, deren 

erzeugender Kreis den Halbmesser r hat, und der auf einer Geraden 

parallel der aj-Axe (der horizontalen) rollt. (Die Zykloide beginnt in 

dem Punkte, dessen Koordinaten Xi — c, iy — ~ sind.) 

V. Um nun in Bezug auf M. M. zu entscheiden (§. 4), ist zu- 
nächst 

3* 
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* St/ dy 

man kann also ein Minimum erwarten. Dann hat man tt' ? rr- zu 

cc er 

bilden. Zu dem Ende mus8 mau g) aus der ersten (g) ziehen, mit- 
hin als von c und r abhängig ansehen, und in die zweite einsetzeu. 
So ergiebt sich 

dy ^ . . dco dy . d(o 

dr or de de 

d G) dCJ 

1 = r (1 — cos o) -TT— , =r « — sind) 4- r(l — cos o)) -^; — 

de rr 

Daraus 

dy CO — sin CO . ^ oj sin co 

= 1 — cosco sm C3 z= 2 — 



dr 1 — eosG) 1 — cos cj 

dy sind) dy \ dy {m — oj) sino 

= ; m f- ~- = — \- 2 

de 1 — cosco de er 1 — cos(o 

= (ni — G)) cotfflcj -\- 2. 

Hier muss es nun möglich sein, m so zu bestimmen, dass diese 

Grösse nicht Null wird innerhalb der Integrationsgrenzen. Dazu 

würde gehören, dass 

m = CD — 2tglG). 

Durchläuft nun co alle Werthe von »i bis 2:nf -|- Oj , also 
tg^G) von tg\G)i bis tg (tc -j- | Oi), so läuft die zweite Seife von 
a>i — 2 ig \ G)i bis — x , springt dann zu -f- ^ i^nd gebt bis 
2jr + Ol — tg\G}i, 

Ist also G>i — 2fg\(X)i positiv oder negativ, so werden in bei- 
den Fällen die Werthe zwischen Wi — 2tglG)i und 2 7t + ci}| — 2tg\(ä^ 
nicht getroffen. Daraus geht hervor, dass es genügt, m einen der 
Werthe, die zwischen diesen eben genannten Grössen liegen , bei- 
zulegen. 

Wenn also nicht mehr als 2 7i als Unterschied der Grenzwerthc 
•von Cö vorkommt, so hat man ein Minimum (hinsichtlich der ersten 
Entscheidung). 

Wir haben nunmehr die Bestimmung der Konstanten zu erörtern. 
Dabei ist jetzt 



Vi + y'-' 



V29(i/ — ri) f &" Vi c/ (1 — cos <a) 



2 — 2eosG) 



Y (1— CöSO)2 1 



V2gr(l — cosco) Vgr(l — cosüi) 2Vgrsin'^lio 
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so dasB, wenn »i , »2 die äussersten Werthe von oj sind : 

r = y ~ (02 — ojj). 

Ferner ist zu beachten, dass aus dem Werthe von — folgt, dass 

cix 

der Körper wieder zurückgeht, wenn 

29(y- rj) + h^ = 
\vlrd. Es ist nämlich genau genommen ebenfalls 

^ _ 4. \ / 1 + y^ ~ 

d:t; — - K 2g(y^ rj) + h^ ' 

und der Zeichen Wechsel (also Rückgang von x) tritt ein , wenn der 
Nenner ]Snll wird. Aber es ist 2 ^ (y — r^) -^ h^ = \ci (1 — coso), 
weiche Grösse Null ist für w = 0, cj r= 2 ;r. Demnach wird die 
liewegung endgiltig so erfolgen, dass cd zwischen und 2 7t schwankt» 
m\tV\n eine volle Zykloide durchlaufen wird *). 

Ist also auch für den Ausgangspunkt nicht gerade oJj = 0, so 
ist doch G}2 nicht über 2 jr, woraus auch sofort die obige Bedingung 
des Minimums als erfüllt hervorgeht. Für unsere Aufgabe ist na- 
türlich nur ein Stück dieses Weges zu betrachten. 

yj* Sind nun die Endpunkte fest, so hat man keine weitere 
L^tersacliung mehr zu führen, da dann entschieden ein Minimum 
vorhanden ist. Es sind vielmehr nur noch die Konstanten r und c 
zu bestimmen. 

Sind %, 5 die (gegebenen) Koordinaten des Endpunktes, so hat 

man 

52 
c =r(c)i — sin coi), -— z=r (1 — Cösoi), X2 — Xi -\-c=r(G)2 — sinG)2), 

2g 

woraus c, r, C5i, «2 (letztere zwischen und2:r) zu bestimmen sind. 
£s ist 

J . — Xj = r [cc»2 — sin m — (»i — sin «i )], 5 — ^ = »* {00s Wj — cos (0.2), 



*) Ist die Anfangsgeschwindigkeit b Null, so ist ohnehin Wj = 0; allein 

*enn dies aiicii nicht der Fall ist, so wurde, wenn eine fortdauernde Be- 

l'^'i'un;» erfolgt, doch ein Hin- und Herschwanken zwischen und 2n er- 

'i^'en. V'nsere jetzige Aufgabe hat freilich mit dieser Untersuchung nichts 

than. 
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X2 — Xi 0)2 — G>i — (s«w©2 — sincoi) 

f — iy cos «1 — cos 0)2 

Zugleich 
2g (t — fl) + h^ 1 — cosG)2 



~ KsinlcDiJ ' 



h^ 1 — cos Ol 

so dass weun 

2g(t — v) + t2 ^ . ^ 

^: -~ = a^: smi 0)2 = asm I Ol , 

wejl 5 0)2 <^ Ä. Aus den beiden Gleichungen 

^2 — Xi 0)2 — o)i — (siw 0)2 — sin o)i) . - . - 

-r = ^^ -^ , s«n 5 0)2 = a sm 1 Oj 

5 — 1^ COSCOi — cos 0)2 -* -* 

kann man dann durch Näherung Oj, 0)2 (beide zwischen und 2 z 
0)2 > Oj) ermitteln. Dann ergeben sich r und c sofort. 

Für den besonderen Fall , da 5 = , der bewegte Punkt also 
ohne Anfangsgeschwindigkeit ist, hat man 0)x = 0, also auch c=^0 
und dann 

a?2 — Xi 0)2 — sin 0)2 X2 — X] 

T 



5 — ri 1 — cos 02 0)2 — sin (O2 

Wäre hier g = 1^, so wäre auch 0)2 = 2 ^, wie natüriicii. 
Endlich aber könnte x^i = Xi gegeben sein. Dadurch würde 

r(o)i — smo)i) = r (0)2 — sm 0)2) 

sein, was im Allgemeinen unzulässig ist. Allein auch die Formel ((;)r 
von der wir ausgiengen, ist jetzt nicht zur Benutzung geeignet. 
In diesem Falle würde man zweckmässiger 

setzen, wo nun aj, y ihre Rollen getauscht hätten, und freilich an- 
genommen ist, dass y nur wächst, welche Annahme diesmal aber in 
der Natur der Sache begründet ist. 

Jetzt wäre (x als abhängig, y als unabhängig angesehen) n&ch 

§. 3. VI.: 

dx 






§. 7. 2. Kurve des schnellsten Falls (Brachistochronej. 39 



(; 



dxy _ c^ [2 g (y — i;) + b»] 
dy) —1 -c«[2p (y-ij) + &«]' 



Der Endwerth von x soll nun derselbe sein, wie der Anfangs- 
werth; daraus folgt sofort, dass Ci == 0, x = c-j sein wird, da man 
sonst wieder in der obigen als unzulässig erkannten Auflösung wäre. 
Jetzt hätte man also eine vertikale Gerade. 

VII. Seien nun zwei Kurven in der Vertikalebene gegeben, in 
denen der Ausgangs- und der Endpunkt der Zykloide liegen soll. 
Alsdann hat man die Koordinaten dieser beiden Punkte und c, r so 
zu bestimmen, dass r ein Minimum wird. 

Das Verfahren, das wir, gegenüber dem vorigen Beispiele, hier 
einhalten wollen, ist allgemeiner Art, und es magdesshalb dieses Bei- 
spiel gewissermaassen als Muster dienen. 

Seien die Koordinaten des Ausgangspunktes: ^i, ^; des End- 
pmiktes: Xa, §; so sind i2, § Funktionen von c, r und ri dazu von 
x^, ^ \on Xa, so wie die Gleichung der Zykloide dies liefert. Sind 
dann 

(p (x, y) = 0,t (x, y) = 

die Gleichungen der beiden Kurven, so hat man Xi, (ß^^c^r so zu be- 
stimmen, dass 



ß 



Vi + ^^ 

fax ein Minimum, wo/ = ,/ ^ v . ,o * 

,j K2(7(y — 1^) 4- b^ 

und zugleich 

^> (o^u ^) = 0, !(; fe, e) = *) (a) 

Man wird also 



h 



fax + ^1 9 (^1» ^) + Ä2 !(^ fe, S) 

nach a^i, x^i^ c, r difi^erenziren und die Differentialquotienten Null 
setzen, wodurch in Verbindung mit (d) die nöthigen Gleichungen er- 
halten werden. 

Nun ist, da y\ von oJi, c, r (vermöge der Gleichung der Zykloide) 
abhängt : 



*) Wo »?, C Funktionen von a:j, a:2> ^j ^ sind, wie sie aus den Glei- 
chungen (g) folgen wurden, wenn man aus diesen cu eliminirt hätte. 
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d 
dx-i 



/x^ x^ 



d_ 
de 












dx\dyy' dydc ^ dy' de dx\dy'dcj' 



d_ 
dr 

Da aber (§. 3, III.) 

df 

dy 
so sind die letzten Ausdrücke: 



Tc J ^^'= .1 ^-nü^"" ^ lJ\d^' d-c} 

.Tl .ri x^xi 

Xi Xi .i=jri 

Demgemäss hat man zur Bestimmung von Xi, x^^ c, r: 
ä7 7 8r/ '^^ + /J W W + *' 8? 87 + ^^ 8? 87 - ^' 



Xi X=sXi 

drj_ 
dr 

Xi ' X=Xi 






WO, wie bereits bemerkt, y aus der Gleichung der Zykloide einzu- 
setzen ist. 
Da 

8/ y_[ 



']/2 gr{\ — cos o^) V(l — cos w)^ + sW cj 2 Vr^f (1 — cosio) 
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_ cotgla dy , go dy a^, 

l = r(l — coscö) -^,0 = -swo + r(l - cöscd) — , 
also 

?c l-cosoj -^^ 'dr l—cosm 

2(1 — Costa) — (asint a 

1 — Costa ' 

80 ist 

Hey __ cotg^lco dfdy_ cotß co cacotg^ i w 
^y'ö«' 2yrff ' dy'dr- y^g ^yVg "' 

^ = _iL^5±ZL_ == ^ V/2 (1- cos«) 

^1 [2^(y— 1?) + &»]% (1 - cos oj) [2 ^r(l— cos 0»)]% 

_ 1 

(1 — coscjy2rVrg' 

.^ e-? J «^ J« 7 2V/r<7a-ma,) W^'"'^'"'- 

Die Grössen 

was ^bev~- betrifft, so ist diese Grösse offenbar gleich ^ für a; = ^, ; 
eben so 



.r— a"j 



11 _ ^" / , 

dx.2~Zj^' y = cofgUo, 
Endlich ist 

/■ — Vi + y;»_ 1 

l/2p(y — ,^)4ri,s — 2V'^sm»lä) ' 
Setzt mau alle diese Werthe in obigeGleichungen, so ergiebt sich : 

1 1 

2V9r"s»V>, "•■ IV^ ^''''^ = ''' - fo'//| «.) co<9l «, 
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2 K^r 2 y^r 

+ fci g^ co«5f|Qi + Ä2 gy co^ö'ä»s = 0, 



+ ^2 -gy (2 ~ Ö2 cotglco^) = 0. 

Diese Gleichungen heissen , wenn man durchweg mit 2 Vg r 
multiplicirt und jiJcVrg durch l ersetzt: 



stn^l (D.2 10x2 ^ SU 



8i^ 

Aus den letzten zwei Gleichungen folgt: 

— = 0, -cotgl(o.2 + Ai g^ 
woraus dann 



cotg \ (x>2 ((Ol cotg\ Wi — - (»2 co*^' i ^2) + ^1 "^ (^ "" '^i ^^9 \ ^0 

+ ^2 ^T" (2 — «^2 ^ö^ö'i 0^2) = 0. 



C0*5f| 02 + ^2 "oT" = 0, — C0tg\Gi.2 + Ai :^ = 0, 



a;2 ö ÄJi 



und hieraus: 



d'i) . i dip dtp . 1 89 

Ist «1 der Winkel, den die Tangente an die (obere) erste Grenz- 
kurve macht mit der Abszissenaxe (für den Ausgangspunkt), a2 der. 
den eben so die Tangente an die zweite Grenzkurve macht mit der 
Abszissenaxe (für den Endpunkt), so ist 

8^ 8<p 

dx-i , dxi 

8? dv 
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und weno 9)3 der Winkel ist, welchen die Zykloide im Endpunkte 
mit der Abszissenaxe macht, wo tg (p2 = cotg \ »2» so heissen die bei- 
den letzten Gleichungen: / 

— l z= tgUitgipi, — l = fg «i fg (p^ also «i = «2» 
und sagen aus, dasa die Zykloide im Endpunkte senkrecht steht auf 
der Grenzkurve, während die Tangenten an die Grenzkurven in bei- 
den Endpunkten parallel laufen *). 

Allgemeine Bemerkung. 

Till. Das so eben gelöste Beispiel ist ein sehr allgemeines, da 
hier in der Funktion / selbst einer der Grenz werthe vorkommt. Da- 
durch ist aber der Gang der Rechnung nicht im Geringsten beein- 
trächtigt worden. 

Ist /? 

J= j f(x, y, i/) dx 

allgemein das Integral, das ein M. M. werden soll, und man soll dann 
Xi X2, Ol, C5 (die beiden Konstanten) bestimmen, so wird immer die Auf- 

/7 7" H T 

gäbe auftreten, -— , - — zu ermitteln. Enthält nun / keinen der 

äCi aC2 

Grenzwerthe, so ist 

Xi Xi 

Xi Xs=.X^ 



_ r± (df dy\ _ r/fdf dy\ 

— J dx\di/dc)'*'^ — Zj\dy'dc)' 



Xi X^^fXi 

so dajss das in VII. angewandte Verfahren, wie dort bemerkt, allge- 
mein anwendbar ist. (Vergleiche hierzu §. 9, XIII.) 



*) Für die letzte Entscheidung, ob wirklich ein Minimum vorhanden ist, 

wurde man etwa c, r als Funktion von Xi^ x^ ansehen, wie dies die Gleichungen 

x^ 

(«) liefern und nun r = J fdx^ wo y durch seinen Werth (in der Zykloide) 

Xi 

ersetzt ist, als Funktion der zwei Grossen Xj, Xg , deren Werthe gefunden 
sind, behandeln, wo sich dann nach bekannten Regeln entscheiden lässt, ob 
man ein M. M. habe. Wir setzen die, wenn allgemein gehalten, nothwendig 
weitläufige Fntwickelung nicht her , da sie einer besonderen Schwierigkeit 
nicht unterliegt. 
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Zweiter A b s c li ii i 1 1. 

Relative Maxima oder Minima (isoperimetrische 

Aufgaben). 

§. 8. 
Stellung der Aufgabe. 

I. Die Aufgabe, die uns hier gestellt ist, kann in folgender 

Form ausgesprochen werden. 

♦ Sei y als Funktion von x so zu bestimmen, dass 

b 



ß 



f(x,y^V')dx (a) 



a 



ein Maximum oder Minimum (M. M.) werde, wobei a, h feste, be- 
kannte Grössen sind, und eben so die zugehörigen Werthe von y ge- 
geben sind; zugleich aber sollen die Gleichungen 

b b 

J -^1 {^, y, y') dx = Äu J F2 (x, y, y') dx = Ä,, . . ., 



b 



f 



Fn(x, y, y') dx = A„ .... (b) 



<i 



stattfinden, wo 2^i , . . . , Fn bekannte Funktionsformen, -4j , . . . , An ge- 
gebene Zahlen sind, und die Anzahl der Gleichungen (b) eine belie- 
bige (w) ist. 

Verfahren wir hier wieder nach den Grundsätzen des §. 2, und 
ziehen etwa die dortige Form (f) vor, so haben wir, wenn y die 
gesuchte Funktion bedeutet, in (a) für y zu setzen 

zugleich aber auch in den (b), da nicht nur das gesuchte 1/, sondern 
auch alle , die mit ihm verglichen werden , den (b) genügen sollen. 
Denn die Aufgabe, die uns vorliegt, wird in scharfer Form auch so 
gefasst werden müssen; 



I 
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Unter allen Funktionen y, welche den (b) genügen , die zu fin- 
den, welche (a) zu einem M. M. macht. 

Entwickelt man nun (a), wenn man (c) einsetzt, nach Potenzen 
von f, und erhält 

r * 

y/C^. y^ y') dx + £ SJf{x, y,y')dx+ . . ., 

SO ist zugleich auch 

b h 

J Frdx + eöjFrdx + . •• =Ar; r = i, 2, . . ., m, 

und da die (b) stattfinden (für das gesuchte ?/, wie für alle mit ihm 
verglichenen) : 

\öjFrä^+JLö^fF.ä, + ... = (d) 

Diese Gleichung kann bei beliebigem a nur dann stattfinden, 
wenn jedes Glied für sich Null ist, also jedenfalls 

r * 



a 
b 



/ r^ - h Q] ^y^- = ^ (§• 3. III.). . . (do 

a 

vro immer r = 1, 2, . . ., w. Da eine ähnliche Gleichung auch aus 
(a) folgt, so wird folglich Öy, das in der betreffenden Gleichung 
[die (c^ des §. 3] vorkommt, nicht ganz willkürlich bleiben, viel- 
mehr den n Bedingungen (d') genügen müssen. Bei der unendlichen 
Mannigfaltigkeit der Formen, die ^y annehmen kann, darf solche 
Einsciränkung immerhin obwalten, ohne dass 8y geradezu be- 
stimmt ist *). 

Anders verhielte sich die Sache allerdings, wenn eine für jedes 

•^. y giltige Gleichung 

9(0:, 2/) = 

vorliegen würde. Denn jetzt würde ja y als Funktion von x gera- 
dezu sich ergeben, und die Aufgabe könnte gar nicht gestellt werden. 

du 
Dasselbe fände Statt, wenn die Gleichung auch noch -7- enthalten 

dx 

^) Insofern natürlich, als die gestellte Aufgabe überhaupt eii.er Losung 
^Mg ist, was wir begreiflich voraussetzen. 
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würde, da die Integration ebenfalls auf eine Gleichung zwiscben x,y 
zurückführen würde, und man dann höchstens die Aufgabe stellen 
könnte, die eingetretene willkürliche Konstante so zu bestimmen, 
dass etwa (a) ein M. M. wird. Die (b) sind aber keineswegs Bedin- 
gungsgleichungen dieser Art zwischen x und y. 

II. Der analytische Ausdruck der bedingten Willkürlichkeit 
von dy scheint nicht leicht durchführbar. Wir wollen uns desshalb 
die Sache in folgender Weise zurechtlegen. 

Wird statt y in (a) die Form (c) eingeführt, was nach unseren 
früheren Entwickelungen zu geschehen hat, so müssen zugleich auch 
noch die (d) erfüllt sein. Diese letztern setzen die Grössen A in (b) un- 
veränderlich, aber sonst beliebig, voraus. Man wird alfio jedenfalls 
y so zu finden haben, dass den(b) genügt wird, wobei die-ä-i, ..., An 
vorläufig (in Bezug auf ihre Werthe) gleichgiltig sind, und dass zu- 
gleich (a) ein M. M. ist. 

Da wir die Werthe von y für x = a und b als gegeben anse- 
hen , so müssen in die Auflösung zwei (vorerst willkürliche) Konstan- 
ten eintreten. Treten aber noch n weitere ein, die so bestimmt 
werden, dass die (b) erfüllt sind, so ist eine Hauptforderung erfüllt 

Den so nunmehr festgestellten Bedingungen lässt sich in fol- 
gender einfachen Weise genügen. 

Seien ai, . . ., a„ noch zu bestimmende Konstanten , von denen 
aber keine Null werden darf, insofern als die Gleichungen (b) nicht 
etwa aus einander abgeleitet werden können, so wollen wir y so be- 
stimmen, dass 



J If + a^Fi + a^Fi + • • • + anF„] dx , . . (e) 

a 

ein M. M. werde, wo /, JPj . . . , JP„ Abkürzungen für die in (a) und 
(b) vorkommenden Funktionsformen sind, und dass zugleich die In- 
tegrale 

b b » 

j Fxdx, j F^dx, , JFndx, (e') 

a a a 

unveränderliche Werthe behalten. 

Denkt man sich für y die Form (c) gesetzt, so wird die Bedin- 
gung, dass die (e') unveränderliche Werthe haben, sofort die (d) ge- 
ben; die Bedingung, dass (e) ein M. M. ist, liefert 

fr 

sj [f + a,F, + • . . + anl\] dx = 0, 



§. 8. Stellung der Aufgabe. 47 

d. h. 

b b b 

bffdx + aiöjFidx + . . . + OnSjFndx = . . . (f) 

a a a 

was, wegen der (d), die heissen 



o 
I Frdx = 0, 



a 

zugleich, aber nur für die Sy, welche den (d) genügen, giebt: 

b 

öjfdx = (fO 

Daraus geht hervor, dass die hier gegebene Auflösung allen Be- 
dingungen der Aufgabe genügt. 

Allgemeine Auflösung. 

III. Soll demnach die in I. gestellte Aufgabe: y so zu bestim- 
men, dass (a) ein Maximum oder Minimum wird, und soll y nur aus 
den Funktionen gewählt werden, welche den (b) zugleich genügen 
(besser: den (ie') unveränderliche Werthe beilegen), so wird man die 
Sache so ansehen, als sei das Integral (e), in dem ai, . . ., a» Eon- 
Btanten sind, zu einem M. M. zu machen (§. 3) und die ai, . . ., a^ 
hierauf so bestimmen, dass den (b) genügt wird, wo dann die (e') 
natürlich diese unveränderlichen Werthe haben*). 

Die Entscheidung, ob Maximum oder Minimum, wird ganz nach 
§. 4 geführt, wo nur/-f- tti Fi -}-...-}- a„ F» an die Stelle von/ 
tritt, und zwar mit den als konstant angesehenen, vorläufig aber be- 
^ebigen Werthen der ai, ..., a„, wobei die durch Integration einge- 
führten Konstanten Ci, c^ noch willjj:ürlich bleiben. 

Denn für die öy, S^y, welche den (d) genügen, also 

b b ' 

d rFrdx = 0, d^f Frdx = 

a a 

liefern, aber auch nur für diese, ist das Zeichen von 



'*') Es folgt ans unserer Darstellung in II., dass wenn man die unver« 
änderlichen Werthe der (e') unbestimmt lässt, die aj^, . . ., an konstant, aber 
anbestimmt, bleiben. Die Grösse (e) zu einem M. M. gemacht, und die a 
nicht bestimmt, ist also die Losung einer allgemeineren Aufgabe, die im 
Grande hier behandelt wird. 
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b 



flf+ «i-P'i + •• • + a.F„](lx 



(t 



dasselbe, wie das von 

b 



'ffdx. 



Ö2 

a 

Da man nun das Zeichen der letzteren Grösse, immer mit Be- 
rücksichtigung der (d), zu untersuchen hätte, so ist unsere Behaup- 
tung gerechtfertigt. Da hierbei die A in den (b) noch beliebig sein 
können, so sind es auch die a-, . . ., «». 

Zusatz. 

IV. Jeder Werth von «/, der (a) zu einem M. M. macht, inEo- 
fern den Bedingungen (e') genügt wird, macht ganz bestimmt auch 
(e) zu einem M. M., indem ja (e) heisst 

h b b 

I fdX + «1 I Fidx -]-'''-{- ün I Fndx. 
an a 

Jeder Werth von y, der (e) zu einem M. M. macht, wird, inso- 
fern die (eO berücksichtigt werden, nothwendig auch (a) zu einem 
M. M. machen. 

Aber nicht jeder Werth, der kurzweg (a) zu einem M. M. macht, 
hat dieselbe Eigenschaft auch für (e). 

Unter den Werthen, die also, je nach etwa weiteren Bedingun- 
gen, (a) zu einem M. M. machen, muss man unterscheiden zwischen 
solchen, die mit allen benachbarten verglichen werden dürfen (§.2), 
und solchen, die nur mit einer Auswahl von benachbarten Funktion s- 
formen zu vergleichen sind, was die in II. so genannte Bedingtheit 
von öy (und 8^y) begründet. 

Welches aber auch immer die analytische Formulirung dieser 
Bedingtheit (Auswahl) sei, so wird jeder Werth (von y in rc), der 
nach der Vorschrift in III. erhalten wird, unsere Aufgabe lösen, und 
kein Werth, der dieselbe lösen kann, wird uns entgehen, wie dies 
aus den zu Eingang dieses Zusatzes ausgesprochenen Sätzen sofort 
hervorgeht. 

Wenn es uns also auch gelingen sollte, Ä^/ analytisch zu formu- 
liren so, dass die (d) erfüllt sind, so würden wir aus der (f) keine 
anderen Werthe ziehen können, als wir durch unsere Vorschrift er- 
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halten , eine Vorschrift, die y völlig bestimmt und den vorgeschrie- 
benen Bedingungen unterwirft. 

Daraus folgt ganz von selbst, dass diese mehrfach genannte 
analytische Formulirung für uns von keinem Werthe ist, und somit 
ein Aufsuchen derselben die Auflösung unnützer Weise erschweren 
würde. Ohnehin hätte eine solche nur Bezug auf die Variationen 
^Vi ^^y» die ja doch endgiltig nur Hilfsgrössen sind. 

Mit den ^relativen Maxima und Minima" der gewöhnlichen 
Diflferentialrechnung hängt die uns vorliegende Aufgabe begreiflich 
nicbt zusammen , da in jenem Falle Beziehungen zwischen den Ver«* 
anderlichen selbst gegeben sind, was hier nicht in derselben Art 
stattfindet. Eine Zurückführung beider Aufgaben auf einander, die 
wohJ versucht wurde und auch anscheinend möglich ist, wird dess- 
lialb vom eigentlichen Ziele ableiten, und wenn auch das in IL auf- 
gestellte Ergebniss erhalten werden sollte, so lässt sich die Entschei- 
dung, ob M. M., wie wir sie in III. fanden, damit nicht begründen. 

Grenzbedingungen. 

Y. Sind die (Grenz-) Werthe a, ?), oder die zugehörigen Wer- 
the von y nicht gegeben, sondern unterliegen noch gewissen Bedin- 
gungen, Bo treten ganz die Untersuchungen des §. 6 in ihr Recht 
ein, immer das dortige / durch / + «li^i + . . . + ötni^n ersetzt 
gedacht, wo die a\^ • , ,^ ün konstant, aber von den weiter zu be- 
ßtimmenäeD. Grössen als unabhängig anzusehen sind. Dabei ist na- 
türUch selbstverständlich, dass die Werthe der a , b in den (b) die- 
selben sind wie in (a). Auch die Entscheidung, ob M. M., wird ganz 
nach §. 6, IV. geführt. 

Wir wenden uns nun zu Beispielen. 

§. 9. 
1. Kürzeste Linie bei gegebener Fläche. 

I. Unter allen ebenen Kurven, welche zwischen sich, der Abs- 
zissenaxe und zwei Ordinaten denselben Raum einschliessen , die 
kürzeste zu finden. 

/= Vi + /^ F=y', Jydx = Ä', 



J 



«1 



[Vi + y'^ + ay] dx ein Minimum. 



liienger, Variationsrechnung. ^ 
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Also (§. 3, III.) 

äx VVl A- t/2/ 



^ =ax + cuf/ = ± 



Vr+V" -^ Vi - {ax + c,y' 

wo jedoch nur das obere Zeichen gelten darf, da aus der unmittelbar 
vorhergehenden Gleichung sofort folgt, dass j/ und ax -\- Ci das- 
selbe Zeichen haben. 
Demnach 

, r ax -f- Ci , 1 i/z ; ; — 

y = C2 + I T/ , . dx = C2—--'Vl-'(ax -K Cih 

^ Kl — (ax + Ci)* ^ 

d.h. I 

(ay — ac2)2= 1 — (ax -\- Ci^fiap — ac2)2-f-(aflj + Ci)2=l . . (a) 

Die gesuchte Kurve ist somit ein Kreis. Zur Bestimmung von 
a hat man 



Xi 






— ^Vl — (ax + cyl dx = Ä . . . (b) 



Aus der Gleichung (a) würde folgen 



= C2± —Vi — (ax + Ci)2, 



während thatsachlich nur das untere Zeichen gilt. Es ist also nur 
von einem Zweige des Kreises die Bede. 

Um die Entscheidung hinsichtlich des M. M. zu treffen, ist 

8« (/ + aF) 1 . 

875 = (1 + y>yA """'«'^ Posi*^^' 

was auf ein Minimum deutet (§. 4, V.). 

Dann ist 

dy ax + Ci dy 

8ci "~ aVl — (ax + Ci)2' dc2~ ' 
»3^ g^ _ ax + ci 



Da 



8^ 8^1 aVl — (ax + Cj)« 

dy ax •\' Ci 

^^ ""Vi — (ax + ci)«' 



aa5 -4- Cj 
so wird die Grösse , , g = nur dann alle Werthe von 

aVl — (aa? + c, » 



§.9, 1. Kürzeste Linie bei gegebener Fläche, 51 

— 00 zu -^ 00 durchlaufen, wenn das betrachtete Ereisstftck ein 
voller Halbkreis ist. Dieser Fall ist somit ausgeschlossen. Dann 
aber ist m immer so bestimmbar, dass innerhalb der Integrationsgren- 

zen die Grosse m -t: h t: — nicht Null wird. 

OCi CCi 

n. Seien nun a?i, x^ fest und eben so die zugehörigen Werthe 
von y. 

Insofern der gefandene Bogen kein Halbkreis ist, hat man ein 
Minimum. Zur Bestinunung von a, Ci, c^ hat man hier: 

1 / 1 / 

yi = c, — — Vi— (aa?! +Cj)>, y, = c, — — Vi — («a?, + c^)^ 
et c& 

^=<h(x2 — Xi)—— [(aXjT + Ci)Vl — (ax^ + c,)« 

— {axi + Ci) Vi — (axi + Ci)^ + <^rc (sin = oäj + Ci) 

— arc (sin = axi + Ci)] , 

wobei zu beachten ist, dass wir x^ — a^i ]!> yoraussetzen. 

Wir können hier füglich o^i = setzen, da dies nur einer Ver- 
legung der Ordinatenaxe gleichkommt. Dann aber wollen wir auch 
Sfi = y^ = setzen, was darauf hinauskommt, dass die Fläche zwi- 
schen Kreisbogen und seiner Sehne gegeben ist. Heisst dann a;^ =b 
80 ist 

= cj — — VT^^^, = Ca — —Vi — (ab + Ci)«, 
a ü 

Ä = bc2 - 2V2 1^"*^ ■•" ^'^ Vi - (ab + ci)2 - ci Vi - ^' 

+ arc (siw = ab -j- Cj) — arc (sin = Cj)], 
oder wegen der vorigen Gleichungen : 

il = I hCi — ^-3 [arc(sin = ah + Ci) — arc(sin = Ci)] 

äu a 

Dann 

1 - c,» = 1 — (»6 + ci)», Ci» = (al» + ci)», = a«6«-f 2al>ci, 

Ä=-^ Vi=T^^ - 2V, [«'''' {'^ = t) + «♦* («■«=t)] ' 



— arc isin =: —U; 



4* 
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^ - a ... ^ 



wo nun y^O sein muss. Ein M. M. in y tritt ein für ax-^-Ci = 0, 
o; = |&, und da nur ein Maximum stattfinden kann, so muss 

rr-7i = t: 7 ; zrr^äT negativ, also a <" 

dx^ [1 — (ax + Ci)2]% ^ ^ 

sein. Daraus folgt, da Cz und a dasselbe Zeichen haben, dass auch 
C2 negativ ist , während Ci positiv ausfallt. Setzt man also — a f ür 
a, so ist 

«y = Vi — ("- - axY — Vi — \an^, a> . . 
und •' ^- ^ } (c) 

/ah \^ 

Da immer a: <C 5, so ist (-r ax \ <^ | ß^^^» also fällt y 

positiv aus. Der Halbmesser des Kreises ist — , so dass, da ein Halb- 

a 

kreis nicht erreicht sein soll, — !> t, -^ <C 1 ß^in muss, wie dies 

a 2 

auch aus der Formel, die a bestimmt, klar ist. 

Zur Bestimmung von a selbst hat man, wenn — = 9 : 

-^ = ri [«»"c (««'^ = q) — qVi — 9^], a = -^ . . . . (d) 

Für 9 = 1 wäre 

4Ä st^ . h'^Tt 

~¥'~J' "8" 

ein Halbkreis mit dem Durchmesser &, was nicht mehr als zulässig 
erkannt ist. 

Aus unseren Entwickelungen folgt, dass von allen Kurven, die 
zwischen sich und ihrer Sehne denselben Flächeninhalt haben, der 
Kreisbogen die Jsürzeste ist. 

2« Grösste Fläche bei gegebener Bogenlänge. 

III. Von allen Kurven, die durch zwei feste Punkte gehen, und 
innerhalb derselben die gleiche Bogenlänge besitzen, die zu finden. 



welche zwisdien sicli :ini der ccr:^ di« iW'd Parkte g>rbe£ii?c Sekne 
die ^rosste Flidie «niclli«sst. 
Hier ist 



i 



1 — a-j--^^ ^= o. =x — f: 

«*' V l - •'-• l 1 - •'» 



(y — i%)5 J- (x -L r,>i = c*. 

Die Karre ist also abermals ein Kreis. Dabei ist jr ^ Tor> 
aasgesetzt 

Da hier wieder die untere Grenze Ton x XuU angenommen wer* 
den kann, so ist, wenn die obere h ist, nnd man die Sehne aar Ab^ 
zissenaxe nimmt: 

= Ci + Va* — C{, = fi + 1 aä — (b -}- rO*, «ko 

a^—cl = a^ — (b + c,H = b^ -f 26(-,, r, = — |6; 






•i T Va« — (x — 1 6)^J dx = ^, 





b 
± J IVa' — \h^ — Va» — (x — |ö)«J = A^ 



Nun ist X <C 5, alsox — \h zwischen — \h and + |6, d. h. 
(x — |6)« < i&2, a» — (x — |5p > a* — Jb«, so dass von den 
beiden Zeichen das nntere gilt, mithin 



y 



= ya«-.(x — |b)» — Va» — Jb^ 



6 



[Va* — (« — I &)* — Va» — 16*] dx = .4. 



• 



Um za entscheiden, ob M. M., hat man 

dHf ± aF) _ a 



dtf^ ~ (1 + »'*)''* 
Da nnn 

Vi + y» ~ a 
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80 hat nothwendig a das negative Vorzeichen, so dass ein Maximum 
vorhanden ist*). 

3. Kurve, deren Schwerpunkt am tiefsten liegt. 

lY. Ein biegsamer, nicht ausdehnbarer, sonst aber gleichartiger 
Faden von der Länge L soll in einer Vertikalebene so gelegt -wer- 
den , dass sein Schwerpunkt so tief als möglich fällt. 

Die iC-Axe sei horizontal (wie in §. 7, IV.); i> das Gewicht der 
Längeneinheit des Fadens. Bann ist die Ordinate des Schwerpunktes 

X%^ Xt 

— I py Vi + y'2 clx, Während L = I Vi + y'^ dx. 

Xi Xi 

Also 

f = yVi+ y'«, F = Vi + y*, 

und also (wenn wir c statt des oben angewandten a schreiben) nacli 
§. 3, VIL : 

yVTTY^ + cvTTT^ - ^'(vT+7^ + ^i/r+Y^)= '^' 

d. h. 

y 



Daraus folgt: 

cit/ = ± V(y + c)» - c^ 
ci . dx 



also wie in §. 5, IL: 

y + c = lhie~^ + e~~n . . .... (e) 

WO h, k die beiden Integrationskonstanten sind (Eettenlinie). 



*) Natürlich muss A -< -— - sein , wenn wir die besondere Form der 

8 

Aufgabe beibehalten. Dieselbe ist aber nur ein einzelner Fall und müsste 

allgemeiner, wie die erste Aufgabe, gefasst sein, wo dann A andere Werthe 

haben kann. Doch werden selbst dann diese Werthe nur innerhalb einer 

bestimmten Schranke liegen können. 
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Dabei ist dann 

( X — k .r — t v / X — k ar--Jt \2 



also 

Xo 



.T — * X — k^ r Xj — k Tg — k / xi~-i Xi — *> 



// -^ * J — ^ v r Xj—K Tg — JC y Xj—K Xl — t \-l 

{e ^ +e ^ )dx=lh[e ^ —e ^ — (^"T"^^ h j| 



■^1 

Zur Entscheidung, oh M. M., hat man 

öHf+cF) y + c 



nnd da 3^ + c von demselben Zeichen wie Ä, so hat man ein Maxi- 
mnm, wenn Ä < 0. Darüber haben wir jedoch noch keine Unter- 
suchung angestellt, so dass wir die eben berührte Entscheidung noch 
aussetzen *). 

r 

V. Seien die Endpunkte fest, wo also Xi -= a, Xo =5, und 
17, f die frühere Bedeutung haben, so ist 

( a—k a — k \ / b — k b — k \ 

[ 6 — k b — k / a—k a — k .n 

wo wir a, h positiv, 5 ]>> o, voraussetzen, und eben so rj, ^ positiv 
nehmen. Aus diesen Gleichungen sind c, Ä, k zu bestimmen 

Aus der (e) folgt: 

y X — k X — k\ 1 / X — k .r— ^ v 

y' = l{e~ - e~~), y" - —{e " + e * ). 

SO dass y ein M. M. erreicht für x = Jc^ wo dann 1/" = -7— • Da 

aber hier der Natur der Sache nach nur ein Maximum in y statt- 
finden wird, so ist also h <^ 0. Daraus folgt dann von selbst, dass 
auch c negativ sein muss. 

Setzen wir also — 7e, — c für h, c, so ist 



*) Dabei aber müssen wir nochmals darauf aufmerksam machen, dass bei 
dieser Entscheidung die Grossen 04, . ., a„ in §. 8 nicht als von den Inte- 
grationsl^onstanten q, C2 (und etwa x^^y X2) abhängig anzusehen sind, da nach 
1^. 8, II. die dortigen Grössen (e') nur unveränderliche Werthe haben müs- 
ten, also o^, . . , a„ ganz beliebig bleiben. Endgiltig sind diese Grossen 
allerdings wie dort augegeben zu bestimmen. 
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eh ^ e ^ ); rj =z c — lh\e * + e * y, 



2' 

[ b — i b — k / a—k a — 1 \ -i 

e * " — r » — (e * — e * )J • • (f) 
Setzen wir hier a — 7c = — A, also k = a -\- l, b — k = 
h — a — A = I — A, wo I = fe — a, so ist 

r izi -i=A A -Al 

L = lh[e ^ —e ^ +e^—e *J, 

woraus 

/ A .A\ / 1=^ -tz}\ 

t — rj = lh[e^ 4- e *; _ lh[e ^ + e ^ ). 

Daraus nun (A, h sind zu bestimmen) 

K g— A |-A n2 / _A — A\2 

e * — e * 7 + Vc'^ — e V 

/ ln^ _izA\ / A — A\ / A —A\2 
/lnA ■ {~V /A _A\/izA ^tz^w 

= \h^[—S + 4e^ + 4 e""Ä"] = ^2 (^a" 4. g" ä" - 2). 
Setzt man also 



± = ^. n = j-(i^>o). 



SO ist 



und somit 



■i.(..-,^..)=.y ^- -«-)• ■ . . . te, 

eine Gleichung, die bei positivem ft nur einen Werth liefert*). 
Damit ist natürlich h bestimmt. Dann 



*) Es lässt sich zeigen, das9 



von /i = an (wo diese Grosse = 2 ist) unbedingt wächst. Der Differen- 
tialqnotient dieser Grosse ist nämlich 
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so dass 



h (ß2A — e 2*) 



2X I 

woraus abermals ein einziger Werth von -—^. — folgt, der positiv 

ist, wenn S — V ^ ^^ negativ, wenn 5 — V ^ ^' Daniit ist dann 
X = h — a, also k bestimmt. Endlich 

X X 
c^n +iÄ(e^+e~) (g'O 

Für den besondern Fall, dass J = i^, ist 2k — | = 0, A = 5§, 
/c = i(a + 6). 

YI. Hinsichtlich der Entscheidung, ob M. M., hat man jetzt 

dHf — cF) _ y — c 

und da t^ — c <^ 0, so kann ein Maximum vorhanden sein. 
Weiter ist (§. 5, V.) 



^:^+— 7— (") 

nnd etwa für ^ = 1 positiv. Kann er also nie Nnll werden (ausser bei 
fM, = O), SO ist er nothwendig immer positiv. Sollte derselbe aber NaU sein 
(/i = O aasgeschlossen), so wäre 

Da c^^ immer positiv, so müsste ^ <C 1 sein. Von ^ = an bis ^ = l 
ist aber die zweite Seite immer grosser als die erste. Denn es ist (^ •< 1) 

/(^^) = /(1 + .U) - /(!-/.) =: 2.U + f/i» + , 

worans sofort 

l±JL > e2.« 
1 -^ -^ 

folgt. Demnach ist (o) immer positiv nnd die erste Seite in (g) wächst fort- 
während mit /i. Daraus folgt von selbst, dass die Gleichung (g) nur einen 
(positiven) Werth liefert. 



m 
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welche Grösse Null wird, wenn 

Nimmt nun ; — — x nicht alle möglichen Werthe (von — oo 

y 

bis -|- ^) an, so giebt es immer Werthe von m, für welche ol)ige 
Grösse nicht Null wird. 

Zieht man wieder in dem Punkte (x, y) eine Tangente, so trifft 
dieselbe die Gerade, deren Gleichung y = c ist, in dem Pankte, 

dessen Abszisse x ; — ist. Da nun im tiefsten Punkte (der 

y 

Kettenlinie) y' = und sein Zeichen wechselt, so folgt (wie in 
§. 5, V.), dass die Tangenten an den beiden Aufhängepunkten sich in 
einer Entfernung von der Abszissenaxe schneiden müssen, die klei- 
ner als c ist. Dann hat man ein Maximum. 



VII. Seien nun zwei Grenzkurven gegeben: 

9i^*y) = Ö, *(ic,2/) = 0» 
so müssen Xi, x^, h, Je so bestimmt werden, dass 

t 

(yVi+V^ — cVTTV')dx 

ein Maximum, wenn 

(X — * X — A\ 

wobei (vergl. Note zu IV.) c als absolut konstant (d. h. unabhängig 
von rci, Xq ä, k) anzusehen ist. Dazu ist 

Man wird also nun 

Xi 

j I>VTT7« - cVl+if']ilx -t- g, (p(xi, ri) + g, ^(x.„ 5) 

nach Xi, x-i^ Ä, Ä;»diflferenziren und die Differentialquotienten Null 
setzen, wodurch nebst den obigen zwei Bedingungsgleichungen die 
nöthigen Gleichungen gefunden sind. Setzen wir z. A. 

yVl +2/'2 --. cVl + y'^ = 0, 

so hat man 



Xi 

I 
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X =iT\ 



-Z* + '.(l| + l?l|)=». 



ar=aX2 



Z(lflf)+». 



d(p 8ij , 81^» dl 



+ ^>^^ = 0(§.7,VIII.), 



du dh ' "'dt dh 

'rf"/d0 dy\ ,d<p dn ,„^tdt_ 
Zj W w; + ^'e^ W + ^* gg 8fc - ^- 

Die zwei letzten Gleichungen heissen auch, wenn wir statt des 
Subßtitutionszeichens Zeiger anhängen : 

r dt j_/d^\-\di [ dq> /d^\-\dri 

r dt , fd^Xldi [ dip /d0\-]dr} 
und geben sofort (vergl. XIV.) : 

Dadurch werden die zwei ersten: 

d. h. wenn man beachtet, dass 

80 _|^c 80 _ g/^j/ — c) 

8y ^ - VT+7^' ^^' ~ Vm^'2 • 

^ = (^>^8^' 8? -^^^^8^' 

welche Gleichungen aussagen, dass die Kettenlinie auf den Grenz- 
kurven senkrecht steht. Zur wirklichen Berechnung hat man übri- 
gens die obigen vier Gleichungen, nebst 

9 (^i> ^) = Ö, '^ (^2, g) = 0. 

Sind Xij X2, /i, Je (nebst ^i, g^) aus den obigen sechs Gleichun- 
gen bestimmt, so ist noch 

X2 



X2 
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zu benutzen, um endlich c zu bestimmen; oder besser, man wird 
sofort diese Gleichungen mit den vorigen verbinden. Dazu kann 
man aber auch die folgenden fünf Gleichungen benutzen : 

L=JVl + i/^dx, (p(x,, ri) = 0, ^(a;2, g) = 0, 

dtl^ 8^ 8S d(p dq) drj 

8S dX'i dx2^ drj dxi dxi^ 

die sich aus den früheren ergeben. Damit ist die Aufgabe er- 
ledigt *). 

4. Kurve von gegebener Länge, welche die kleinste oder 

grösste Rotationsfläche erzeugt. 

VIII. Unter allen ebenen Kurven, deren Länge L ist, soll die- 
jenige gefunden werden, welche bei der Rotation um die aj-Axe die 
grösste oder kleinste Eotationsfläche erzeugt. 

Hier ist 

man hat folglich dieselbe Aufgabe, wie in IV., vor sich, aus der 
also folgt 

( X — k X — Av 

d. h. abermals die Kettenlinie. Da hier wieder das Zeichen von 
2/ -|- c über M. M. entscheidet, man aber hinsichtlich des Zeichens 
von /} jetzt nicht kurzweg entscheiden kann, da zwei Kettenlinien 
von derselben Länge zwischen zwei festen Punkten im Allgemeinen 
denkbar sind , von denen die eine ihre hohle , die andere die er- 
habene Seite gegen die Rotationsaxe wendet, so wird die Aufgabe 
ein Maximum liefern, wenn h negativ (wie im 3. Beispiel), ein Mini- 
mum, wenn h positiv. Dabei muss jedoch im letzteren Falle die 
Einschränkung gemacht werden, dass die Kettenlinie die Rotations- 
axe nicht schneide. 



*) Hinsichtlich der letzten Entscheidung, ob M. M., wird man, wie in 
der Note zu §. 7, VII. angegeben, verfahren, wo die Grosse / (f — cF)dx 

Xi 

zu betrachten ist, und zwar (c absolut konstant) als Funktion etwa von x^ x^ 
wobei A, k von diesen Grossen mittelst ^ = 0, t^ = abhängen. 
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6. Botationskörper von grösster Anziehung. 

IX. Man soll die Form finden, welche ein homogener Rota- 
tionskörper von gegebenem Inhalte annehmen muss, damit die An- 
zicbiiDg auf einen Punkt Ä seiner eigenen Masse in der Richtung 
seiner Axe am grössten sei. 

Sei Ä der Koordinatenanfang (für Raum-Polarcoordinaten), M 
ein Punkt des Körpers in einem Meridianschnitt (dessen Gestalt eigent- 
lich gesucht ist) ; r, cp seien die Polarkoordinaten desselben, nämlich r 
der Abstand von A, fp der Winkel mit der Polaraxe. Wir ziehen einen 
zweiten nnendlich nahen Meridianschnitt, der mit ersterem den Win- 
kel dtl^ mache; errichten über dem unendlich kleinen Rechtecke 
rdtpdr ein Prisma von der Höhe rsmgpdi/^, das also zwischen bei- 
den Schnitten liegt und als Körperelement angesehen werden darf. 
Sein Inhalt ist r^sin(p dcp dilfdr, und wenn das gewöhnliche Anzie- 
hungBgesetz angenommen wird, die Anziehung ksinq> d(p diff dr, 
deren Projection auf die Axe hsing) cosq)dq)dtlf dr ist. 

Ist R, eine Funktion von g?, der Fahrstrahl der Kurve des 
Meridianschnittes, so ist die Gesammtanziehung nach der Polaraxe: 
Stt n R n 

kl ^ I 8inq>co8(pd(p I dr :=: 27ek I Bsincp cos^dtp, 



während das Volumen: 

in n R n 

I dil^ I sintpdtp I r^dr = — / R^sin(pdq> 



ist Demnach jetzt (y = R^ x •=. cp) 

f -=, Bsinq) cosq)^ F = B^sincp, 

wo nun der Fall des §. 4, VIII. eingetreten und die Aufgabe ofi'en- 
bar lösbar ist. Man hat also 

8inq)C08(p + cR^sincp = 0, 2?^ = costp, 

c 

wihrend, wenn A das gegebene Yolumen: 

. 2jt r . / cos (pV, 
A=—Jstnq>[--j-)dq>, 

Ä«8 welcher Formel sofort hervorgeht, dass fp nur von bis |ä (bei 
negativem c) oder \7t bis 7t (bei positivem c) gehen darf. 
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Jetzt ist 

^ g^/ -=2cSsin(p, 

welche Grösse positiv ist, wenn c es ist, negativ, wenn c negativ. Neh- 
men wir den letzteren Fall *), so haben wir ein Maximum, und wenn 
_ _1_ 

122 33= a^cosqp, cp von bis \7t\ 



h- 



2n r - 4 

A = —d^ I cos^tpsintpdcp = -—a^TC, 



6. Geschlossene Eiirve von grösster Fläche. 

X. Es soll eine geschlossene ebene Kurve von der Länge Z 
gesucht werden, welche die möglich grösste Fläche umschliesst. 

Wählen wir zur Bestimmung der Kurve die gewöhnlichen Po- 
larkoordinaten r und ^, den Pol im Innern der Kurve, und setzen 
voraus, dass g? und der Kurvenbogen durchweg wachsen, was wir 

wohl dürfen, so ist 

271 2n 

die Fläche = \Jr^-d(p, die Kurve = / Vr« + (— Yel^, 
also (2/ = r, a? = y) 

und (§. 3, VIL) 



f=r\ F= yr^ + (^ \ 



ar'^ . . ar2- 



VI IL T U T ' 

r» + r'^ - = c„ r« + = c„ 

Vr« + /« Vr« + r'» 

Vr + r — ^^ _ ^j. \^^) — (cj_r2)!> '' 5 



^ = ±'V(^-' = ±^V....-(..-..,.. 



dl 

Was das Doppelzeichen betrifft, so gilt das eine so lange , ais 



*) Der andere giebt insofern ein Minimum, als dasselbe dem Maximam 
gleich, aber entgegen gesetzt gerichtet ist. 
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-— nicht Null oder oo wird; letzteres findet für r* = Ci , erst eres 
aq) 

für 

o^r« = (ci — r2)S ± ar = Ci — r«, r = + |a + Vci — \a^ 

statt, wo übrigens die Zeichen sich nicht entsprechen, sc dass in Wahr- 
heit vier Werthe erscheinen. Nun ist aber, wie aus den obigen Glei- 
chungen hervorgeht, nothwendig a von demselben Zeichen wie 
fi — f 2, also hat man vorhin 

ar = Ci — r^, r = — \a + Vci — \a^, 

was nur noch zwei Werthe liefert. Daraus folgt aber auch, dass 
^1 ^ Jö^ seiii uiuss, wenn überhaupt ein Zeichen Wechsel stattfinden 
soll. Wäre a positiv (was jedoch nicht der Fall sein wird), so 
könnte auch nur das obere Zeichen gelten. Vorläufig werden wir 
in der Differentialgleichung beide Zeichen gelten lassen müssen. 
Dann ist 

_L A, — r^ dr 

r2^(S + Tc,) Va2r2-(ci-r^)2 = + sin(2<p + 2c,). 
d.h. 
^~^ V(a» 4- 4ci)r3 — (ci + r^y = ± l(a^+U,)sin(2(p + 2C2). 

Hier ist entschieden a^ -f- 4ci ^ anzunehmen. Hieraus 

folgt 

(±tl^ [a2 + 4ci - ^'^|/'^] = \(a^ + 4c0'sin^i2<p + 2c,), 

(^-^^^'^ ^ 
d.h. 

80 dass 



64 §. 9. 6. Geschlossene Kurve von grösster Fläche. 

/ci +ry ^ ^^2 + 4:C^) cos'^((p + d) oder 

(r, J- r2\2 



Hieraus 



c, + r» 



+ Va^ + 4ci cos(q) + Ci), oder 



r 

- + Va2 -f 4:CiSin{(p + ^i). 



^1 + r2 



r 

Lässt man aber q) von bis 2 ;r gehen, so durchlaufen die 
zweiten Seiten that sächlich dieselben Werthe, so dass es genügt 



'±±^ = ± V^mTt^ 



j. _ ^ cos(q> + Ci) 

V 

ZU setzen. Aber auch hier wird das eine Zeichen völlig genügen, 
indem thatsächlich abermals dasselbe herauskommt, ob eines oder 
das andere gilt, so dass 

Ci + r2 = r Va2 + 4ci cos (9 + C2) . • . • W 
die Gleichung der gesuchten Kurve ist. Da diese Gleichung auch 
heisst 

(rcos (p — l Va2 + 4 Ci cos c^y + (rsin cp + jVa^ + 4 Cisinc2)^V**i 
oder in rechtwinkeligen Koordinaten: 

(a? — |Va2 + 4ciCosc2> + (3/ + | Va'^ + 4 Ci sinc^y = J a«, 

Bo ist die Kurve ein Kreis vom Halbmesser V| a^. Da der Umfang 

desselben = 7t ya^ gleich L sein soll , so ist damit Va*, d. h. der 
Halbmesser bestimmt. 

Da keine weitere Bedingung vorhanden ist, als dass für 
(p = und (p = 2 7t die Grösse r denselben Werth haben muss, weil 
die Kurve eine geschlossene sein soll; dies aber aus (h) offenbar folgt, 
so bleiben Ci, Cq ganz willkürlich, wie dies auch in der Natur der 
Sache liegt, da der Halbmesser den Kreis hier vollständig bestimmt. 
Hinsichtlich der Entscheidung ist 

d^(f + aF) _ ar^ 

Da in unserem Besultate (h) der Mittelpunkt nicht im Koor* 

dr 
dinatenanfang ist, so wird - — zweimal das Zeichen wechseln, so dass 

a(p 

es zwei Werthe von r giebt, für die ar = Ci — r*, was^nur ange- 
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nommen werden kann, wenn a <^ 0. Folglich ist hier ein Maximum 
wirklich vorhanden r**^ = Ci setzen hiesse , > = anneh- 

men^ was offenbar hier unzulässig ist]. 

Eine weitere Untersuchung erscheint überflüssig, da die Auf- 
gabe, wie sie gestellt ist, ganz offenbar einer Auflösung fähig ist. 



7. Geschlossene Kurve von kleinster Länge. 

XI. Man soll eine geschlossene ebene Kurve suchen, welche 
eine gegebene Fläche einschliesst , und den möglich kleinsten Um- 
fang hat. 

Wählen wir dieselben Koordinaten, wie im vorigen Beispiele, 
80 ist 

/ = Vr» -I- r'2, F = r«. 

Daraus ergiebt sich aber offenbar wieder ein Kreis. Da hier 

a« (/ 4- aF) _ r» 

so hat man entschieden ein Minimum, und es bedarf bei der offen- 
baren Zolässigkeit der Aufgabe keiner weiteren Untersuchung mehr. 



8. Kurve auf einer Eugel, die mit einer andern die grösste 

Fläche einschliesst. 

XII. Auf einer Kugel vom Halbmesser r ist eine bestimmte 
Kurve gegeben; man soll eine andere von der Länge L so bestim- 
üien, dass sie mit jener (auf der Kugel) die grösste Fläche ein- 
schliesst. 

Wir wählen den Mittelpunkt zum Koordinatenanfang und die 
gewöhnlichen Polarkoordinaten r, (f, ^, wobei wir die a;^-Ebene die 
desAequators; die a;;er-Ebene die des Anfangs -Meridians; den Punkt, 
in dem die (positive) z-Axe die Kugel trifft, den (positiven) Pol; 
eine Ebene durch die jer-Axe eine Meridianebene; und den Schnitt 
der Kugel und dieser Ebene einen Meridian nennen wollen (der 
''igentlich als Halbkreis aufzufassen ist). 

Den Winkel (p zählen wir von bis 2 7t im Sinn: positive x* 

^lengor, VariAtionsrechnttng. 5 
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Axe gegen positive ^-Axe undheissen ihn die (geographische) Länge; 
^ wird von — \7C zu. + \7t gezählt und heisst die Breite. Diesel- 
ben sollen durch A, ß bezeichnet sein. Dann ist 

X = rcosßcosl, y = rcosßsinl, e = rsinß. 

Eine Gleichung zwischen ß und l stellt nun eine auf der Kugel 
liegende Kurve vor. Die Fläche eines Kugelstücks wird durch das 
doppelte Integral 



f fcosßdßdl 



ausgedrückt. Das Flächenstück zwischen der gegebenen Kurve und 
der gesuchten ist gleich dem Unterschiede zweier Flächen, die ent- 
halten sind zwischen: 

Aequator, der gegebenen Kurve und den Meridianen ihrer 
Endpunkte und 

Aequator, der gesuchten Kurve und denselben Meridianen, 

indem wir gegebene und gesuchte Kurve in denselben Punkian 
enden lassen, und weitere Durchschnittspunkte beider Kurven nicht 
annehmen. 

Da nun die erstgenannte Fläche eine bestimmte , gegebene 
Grösse ist, so folgt daraus, dass die zweite für sich ein Maximum 
sein muss (III). 

Dieselbe ist aber, wenn wir ß als Funktion von A betrachten, 
und beachten, dass für den Aequator /3 = 0: 

^ ß k 

r^J dk J cosßdß = r^ JsinßdL 

Die Länge der Kurve ist ebenso : 

;^ 

§)'-^cos^ßäX = L, 

wo wir allerdings annehmen, dass in der ganzen Ausdehnung Kurve 
und X zugleich wachsen, eine Voraussetzung, die sicher gestattet ist. 

Man hat also (y = /3, a; = A): 

f=sinß, F= V/3'2 + COS2/3. 
also (§. 3, VIL) 
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sinß + a V/3'2 + cos^ß — 



ap 



V/3'2 + cos^ß 



= c, 



stnß + .,/ == = Ci, 

V/5'2 + cos^ß 

o,^ a^cos^ß — (ci — sinßycos^ß 

^ ~ (ci— sm/3)2 ' 

dß_ __ ^ Va^cos^/? — (ci — sm/3)^cQsg/3 
dA ~ Ci — sinß ' 

'-sinß)dß _ 1 I ^ 



r {ci'-sinß)di 

— J Va'^cos^ß — (ci — si 



sinßYcos^ß 

welches die Gleichung der gesuchten Kurve ist. Um das vorkom- 
mende Integral zu hestimmen, l)eachten wir, dass 

d Ci sinß — 1 Ci — sinß 

dß Icösß ~ l> cos^ß ' 

also 



{Cj — sinß) dß 

Va» cos^ß — (ci — sin ßy cos'^ ß 

y(ci — sinß) dß 



cos ß V(a2 — c^ 4- 1) cos^ ß — (ci sinß — 1)2 

/Ci — sinß dß 

Va« — c 2 + 1 cos^ß 1 / / ci sinß"^ 

y 1 - \^ya2 - c« + 1 



arc 



-Y 

(C\ sinß — 1 \ 
stn = , . j, 

Va« — c« + 1 cosß/ 



so dass 



I / . CiSinß — 1 \ - , 

+ arci stn = . 7 ;:) = ^ + ^» 

\ Va^ — c^+lcosß/ 

Cisinß -*- 1 1 • /i 1 \ 

Va» — q» -f- 1 cos/3 "" 

Ci sinß — 1 = ± Va» — c ^ + 1 cosß (sink + c^) • . (h) 

Diese Gleichung hat die Form 

ÄcosßcosX + B cosß sink -[- Csinß — 1=0, 

5* 
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d. h. 

Ax + By + Cis — 1 = 0, 

und ist mithin die einer Ebene. Die gesuchte Kurve ist folglich 

ein Kreis. Das Doppelzeichen in (h) hängt mit dem Zeichen Wechsel 

dß 
von ~r zusammen. 
aA 

Da 

\dT) ~ (ci —sinßY 

\d^) ^ '^~ (c.^sinß)^' 
ferner 

a^cos^ß — (ci — sinßy = (a^ — cf + i) cos'^ß — (c^ sinß — 1)^ 

= («^ — c^ + 1) cas2/3 sm2(A + Cg), 
(ci — sin2)3)2 = COS2/3 [a^—(a'- — c^ + 1) sin^l + Ca)], 
so ist 

a^cos^ß a'^cos^ß 

(ci—sinß)^ ~ a^ — (a» — cf +- l)sin''(k + Ca)' 

worin noch cosß aus (h) zu ersetzen ist. 

Hier ist 

d^if+aF) _ acos^ß 

dß'^ '~ [cos^ß +^'2]%' 

und -man hat also ein Maximum, wenn a <^ 0, Da aber offenbar 
nur ein Maximum zulässig ist, so hat man also a als negativ an- 
zusehen. 

Da das Doppelzeichen in (h) mit dem in -=-7- zusammenhängt , so 

a A 

gilt das eine oder andere in den beiden Formeln in gleicher Weise. 

Ein Wechsel tritt ein, wenn 

a^cos^ß — (ci —sinßy, d. h. sin'^{l + Cj) = 0, 

was aber die Formel (h) thatsächlich eintreten lässt, wenn man sie 
blos schreibt: 

Cisinß — 1 = Va2 — c^ + l cosß sin {k -^ c^) . . (hO 
welche Gleichung die (h) ersetzt. 
Daraus nun 
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inß + CiCßsß-^ = — ^j ' cosßsin(k'\- c^) 

öci Ya^ — cf ^ 1 

— Va^ — c^ -{- l smß -^ sin{k + Cj) , 

dß 



Ci cosß-^ = Va^ — Ci* + 1 cosßcosß + c^) 

— Va2 — c^ + 1 sin/S |^siw(A + c^,), 
ö£^ ■ ^ cös /J sin (X 4- C2) — sin ß 

M ~ Va2 — c 2 -f 1 cosß cos (k + C2) 

dc2 

welche Grösse innerhalb der Grenzen der Integration nicht alle mög- 
lichen Werthe durchlaufen wird, so dass immer noch ein Werth yon 
m möglich ist, für den nicht 

^ß . ^ß r. 

ÖCi Ö C3 

Xin. Wir übergehen den Fall fester Endpunkte, um nur den 
za hetrachten, da beide Endpunkte der gesuchten Kurve in der- 
selben gegebenen Kurve liegen, wie dies die eigentliche Fassung der 
Aufgabe meint. Die Gleichung dieser Kurve sei 

ß = 9W (i) 

Bann hat man Ci , C2, A] , A3 dadurch zu bestimmen, dass man 

J[/+aF-\dk + fc,[/3,-9)(X,)] -I- k,\ß,-(piX,)] 

nach den genannten vier Grössen differenzirt u. s. w. Dabei ist 

f + aF = 8inß + aycos^ß + (^^Y- 
Daraas ergiebt sich (§. 7, VIII.): 

i.X, 
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^f/ [ aß' dß-[ . ;, 8^ , ^ 0Ä _ 

Bezeichnen wir z. A. / + a 1'' durch O, und durch angehängte Zei- 
ger 1 und 2 die Werthe an den Grenzen, so ist 

h [(ß'h - «jp'C^)] = - *». *i [030, - <p'ß,y] = 0, ; 
*'8ci "•" ^dc, ~ Kdß'Adci "^ \dß'A 8c,' 

^ 8/5. , , oft /8^\ 8/3, /8a>\ 8/3, 

*^ 8^ ■•" *» 8c, - V8/3'A de, ^ WA 8^' 
woraus sofort 

SO dass 
Hierbei ist*) 

dß' 

J^_ f., _ sinßVcos^ß + /3^' + g (cos» j3 + ß'J) — a/3'» 
d0 ^ ~ aß' 

dß' 

_ sinßVcos^ß 4- ß'' + acos^ß _ c, V/3'ä + cos*ß 

80 dass an den beiden Grenzen 

c. Vß" + cos^ß + a/J' <f'{X) = , (c, + <p'(A) || = o) 
sein muss. 




*) ^1 — **"/' kann nicht Null werden, da sonst -~ = «» wurde, wa? 

wir ausscbliessen müssen; demnach hat diese Grosse immer dasselbe Zeichen. 
Dasselbe fallt, wie die erste unserer Gleichungen in XII. besagt, zusammen 
mit dem von a, ist also negativ. 



Schlussbemerkung. 7 1 

Sollten die beiden Kurven auf einander etwa senkrecht stehen, 
80 müsste 

cos^ß + /3'9'(A) = 
sein, woza gehörte, dass 

Ci = — (ci — sin ß) , sin ß = 2ci 
sein (an den beiden Grenzen), was sicher nicht allgemein der Fall ist. 



Schlussbemerkung. 

XIV. Das Ergebniss der Berechnung der Grössen k in XIIl. ist 
nicht ein zufälliges, sondern gilt allgemein. 

Hat man nämlich das Integral 






Oclx (k) 

zu einem M. M. zu machen, wo O die Form §. 8, II. haben kann, 
Bo ist 

und wenn nun zwei Grenzkurven 
gegeben sind, so hat man (vergl. VII.) 

arg 

0dx + kl (p(Xi, fi) + k2t(x2, S) 

Xi 

nach Xiy x^, Ci, Cq zu dififerenziren (wo fj, S die Werthe von y für 
2 = 2*1, Xi sind). Daraus, wenn man durch angehängte Zeiger 1, 
2 die Werthe für x = Xi, x^ bezeichnet: 

WA»^ "" WA 8ci "^ *" 8i2 "8^ + ** äf 8ci - "' 

(d9\ 8£ /8£\ 8ij j_i^^ ^^^K — n 
VeWt 8c, V8y'A 8c, "^ *' 8ij 8c, "^ ** 8f 8c ~ * 



arg 

/■ 



72 - Schlussbemerkung, 

woraus sofort *) : / 

Demnach hat man an der oberen Grenze, und dann an der unteren: 

\ ^ 8y7 ^y ^y' 8«; ' V ^ 8// 8y ~ ey 8«; ^"^ 

Dabei versteht es sich von selbst, dass in O nicht etwa a?!, x.2y ^, 5 
selbst vorkommen dürfen (§. 6, III.; §. 7, IV.). 

XV. Soll die gefundene Kurve auf der Grenzkurve i/; = 
senkrecht stehen, so muss ^für x = x^) : 






also 



natürlich für x := x^ sein. Diese Bedingung ist in VI. und in §. 7 
I. erfüllt. 



*) Diese Gleichungen können entweder dadurch erhalten werden, dass 
man die zwei letzten der vier vorhergehenden Gleichungen unter die Form 

bringt, und daraus ^ = 0, JB = folgert; oder aber auch, indem man die- 
selben in herkömmlicher Weise nach k-^, k^ auflöst. 



Dritter Abschnitt. 

Mehrere Funktionen derselben unabhängig Veränder- 
lichen werden gesucht. ' 

§. 10. 

1. Es sind keine Bedingungsgleicliungen vorhanden. 

I. Die Aufgabe, die wir uns jetzt, das Seitherige verallgemei- 
nernd, stellen, ist, die Funktionen 

Ui,U.2y...,Un (a) 

von X so zu bestimmen, dass die Grösse 
b 

f (^j %, «*ll. . . M Wm Wi', W2'» • • M w«') dx . . (b) 



ß 



a 



ein Maximum oder Minimum (M. M.) werde , wenn a, h bestimmte, 
gegebene Grössen sind; wenn eben so die Werthe von Ui, . . ., u» für 
« = a, X = h bestimmt (also unveränderlich) gegeben sind und 
wo 

"- = d^ (*=) 

Den Entwicklungen des §. 2 gemäss werden wir statt t^i, . . ., 
Wh die Grössen 

tl (a?, «), ^2 (^, «), ' ' ', ^n(XyS) . . . . (d) 

in(b) einsetzen, wobei ^r (^> *) die Eigenschaft habe, für 5 = zu 
dem gesuchten Werthe von Ur zu werden; dann (b) nach e diflferen- 
ziren und den Differentialquotienten, nachdem man in ihm e = 
gesetzt, Null werden lassen. 
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Will man nach §. 2, IV. verfahren, so kann man auch statt Ur 
setzen 

Ur -\- sdUr -{- ' » ', also statt Ur : Ur -{- BÖUr -{- ' ' 'i 

wo natürlich das jetzige Ur (Ur) das gesuchte ist, nach den Potenzen 
von s entwickeln und den Koeffizienten der ersten Potenz Null 
setzen. Beide Betrachtungsweisen liefern selbstverständlich dieselben 
Ergebnisse. 

Dabei werden wir wieder beachten, dass wenn ür der Werth 
von Ur für eine der zwei Grenzen ist, man (§. 3, IL) 

O rr 

-— — ^ = 0, also auch Ö ür = 
de 

habe, und dass zugleich 8 Ur der Werth von ö Ur an dieser Grenze 
ist. 

Gleichunfifen des Maximums oder Minimums. 
IL Es ist, wenn ^i, . ., zl^n Abkürzungen für die (d) sind 

b b 



a a 



"^ dt» ds "•" dti' 8« 8^«' 8a J ' 

also-(§. 2) 

a a 

wo 

du/ = 3- 8ur, 
ax 



und die u natürlich die gesuchten Funktionen bedeuten. 
Da jedoch auch hier 

8< 
und 



\Ur dX \8«r / dX \OUr / 
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TZ — r Sur &n den Grenzen Null *), 

OUr 

Bo erhält man als Gleichung des M. M. : 



»='>'=/[(^-Ä^)»".+ 



\dUn dx OUn J J 



Es bestehen nun zwischen den t«i, . . ., t^n« unserer Annahme 
nach, keinerlei Beziehungen; dasselbe gilt also natürlich auch von 
den Jtti,..., 8 Uni welche mithin durchaus willkürlich bleiben. Dann 
ist aber die vorige Gleichung nur möglich, wenn 

y d df ^ df d df ^ ,,^ 



8t*i dx dui ' dun dx du 

welche Gleichungen sich allgemein durch 
8/ d df ^ 

darstellen lassen. 

Dadurch werden die sämmtlichen u (der Anzahl nach n) bestimmt 
und der eine Theil der Aufgabe ist erledigt. Die Entscheidung, ob 
M. M., werden wir nachher geben. 

Bedingungen an den Grenzen. 
III. Wäre statt des Integrals (b) das allgemeinere 



/- 



f(x, «1, . . ., Uny Ui\ . . ., Ur!)dx (b^ 

za einem M. M. zu machen, so müssen noch Grenzbedingungen gege- 
ben sein. Hinsichtlich derselben lässt sich das in §. 6, I. bis III. 
Gesagte geradezu hier wiederholen mit der kleinen Aenderung, dass 
jetzt von mehreren Funktionen die Rede ist. Man wird also, nach- 
dem man die (A) benutzte, die Grössen a?i, x^ und die durch Inte- 
gration der (A) eingetretenen willkürlichen Konstanten so bestim- 
men, dass (b^ zu einem M. M. wird und zugleich die Grenzbedin- 
gUDgen erfüllt sind. 



"b f 
*) Dies setzt allerdings voraus, dass -r — ; nicht unendlich sei an den 

O tl|r 

Grenzen (d. h. für x •=. a oder x = 6).| 
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Ist dabei c eine der eingetretenen Konstanten, so ist 

dcj^ J Idui de "*'■■"'■ 8w„ de "•" 8mi' de "*" 






du 

aber wegen (A): 
8/ _ _^ 8/ 8/ 8^^ 8/ dur' _ d_ / 8/ dur 

dur dx 8w/ ' 8i*r 8c 8i*/ 8c £?ic \8i*/ 8c 

so dass (§. 7, VIII.) 

Dies setzt freilich voraus, dass keiner der Werthe von Wi, . . ., 
Un für eine oder die andere Grenze in / vorkomme (§. 6, IIL). 

Auch das in §.9, XIV. gefundene Resultat könnte hier rer- 
allgemeinert werden. Doch halten wir dies nicht für nothwendig, 
um bei den vielen Einzelfallen, die hier denkbar sind, nicht zu viele, 
immer leicht herzustellende Formeln, aufzuschreiben *). 



2. Isoperimetrisohe Probleme. 

IV. Gesetzt liun aber, es solle das Integral (b) allerdings ein 
M. M. werden, aber die Funktionen Wi, . . ., «« zugleich der Bedin- 
gung unterworfen sein, den Gleichungen 

h b b 

I q)idx = Äi, I q)2dx = Ai, » * ' ., I (pm dx = Am • (0 



a 



zu genügen, wo 9)], . . ., g)m bekannte Funktionen von o;, M], . . ., 
^ni.Wi • • «1 ^n sind. 

Jetzt treten natürlich die Betrachtungen des §. 8 wieder ein, 
und man wird aussprechen dürfen, dass Funktionen Mi, . . ., itm 
welche 



*) Dabei dürfen wir nicht vergessen, dass in II. vorausgesetzt ist, es 
sei u, für die beiden Grenz werthe gegeben. Es ist also nicht etwa gestattet, 
die u' an den Grenzen als gegeben anzusehen, und daraus die Integrations- 
konstanten zu bestimmen, da wir dann nicht das Recht hätten, die Gleichung 
(f (7 = als richtig anzunehmen (I.), was doch in IL geschehen ist. Die 
Grenzgleich nngen dürfen also auch die u' nicht enthalten. 



ß 
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b 

[/ + «1 9l + Ö2 9-2 + • • • + (^m^tnidx. . • . (g) 
a 

WO ai, . . ., am (vorläufig beliebige) Konstanten sind, zu einem M.M. 
machen und zugleich den Integralen 

b b b 

I q)idx, jq)2dXy.,.., 1 ^m^x . . . (f) 

a a a 

unveränderliche Werthe ertheilen, die uns gestellte Aufgabe im All- 
gemeinen lösen, und sie auch im Besondern lösen, wenn man ai, . . ., 
a,n 80 bestimmt , dass die (f) erfüllt sind. Jedes Funktionssystem, 
das in der eben bezeichneten Weise (g) zu einem M.M. macht, ge- 
nügt unserer Aufgabe; aber auch jedes, das unserer Aufgabe ge- 
nügt, ist in den vorigen enthalten. 

Es gibt demnach keine andere Auflösungen, als die aus (g) 
hervorgehenden. Dabei ist es uns nun wieder ziemlich gleichgiltig, 
in welcber Weise man die eigentbümlicbe Bedingtheit der öui, . . ., 
ätCn analytisch ausdrücken könne, da das von keinem Einfluss auf 
rnißere Auftosung ist. 

Die «1, . . ., am tragen den reinen Charakter beliebiger Kon- 
stanten, sind also von den Integrationskonstanten durchaus unab- 
hängig. 

y. Hieraus folgt, dass die jetzige Aufgabe zusammenfällt mit 
der ersten, oder besser gesagt sich auflösen lässt, wie diese, nur hat 
man statt / in (A) hier 

/ + «1 9i + ^2 9^2 + . • • + ö^m 9»» • • • • (h) 
zu setzen (m eine beliebige ganze Zahl, ohne eine nähere Bezie- 
hung zu n). Was in III. hinsichtlich der Grenzbedingungen gesagt 
ist, gilt ganz eben so hier. Nur muss eben / durch den Ausdruck 
(h) ersetzt werden und «i, . . ., a,„ hängen nicht von Xi, X2, nebst 
den Integrationskonstanten, ab. 

Die Entscheidung, ob M.M., wird natürlich auch wie bei der 
ersten Aufgabe gefällt, und wir werden beide zugleich erledigen. 

Wir wenden uns nun zur dritten und wichtigsten der hier vor- 
iiegenden Aufgaben, die zugleich alle seitherigen umfasst. 
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§. 11. 
3. Es sind Bedingungsgleichungen vorhanden. 

I. Sei wieder das Integral 

b 



f 



F{x,Uu . . ., w„, w,', . . ., Un)dx . . . (ai 



zu einem M. M. zu machen, wo F die Form in §. 10, I. oder IV. 
[Formeln (b) und (g)] haben kann ; zugleich aber seien zwischen den 
Wi, . . ., ttn, t/i', . . ., Un noch r Bedingungsgleichungen: 

g^i = 0, 92 = 0, . . . , g)r = 0, (b) 

gegeben, wo natürlich r <i n sein muss, welche Gleichungen aber 
für alle x (innerhalb der Integrationsgrenzen wenigstens) gelten 
sollen. Dabei sind die ^Pi, . . ., 9>r Funktionen von a?, Mj, . . ., «,, 
Ui\ . . ., Un (und es wird im allgemeinsten Falle nothwendig ßeia, 
dass die Differentialquotienten der u ebenfalls vorkommen. Doct 
lassen wir das jetzt dahingestelH. Diese Funktionen haben natür- 
lich keinerlei Zusammenhang mit den in §. 10, IV. vorkommenden). 
Yjerfahren wir nach den allgemeinen Grundsätzen, so hat man 
für Ua zu setzen 

Us + «d^w* + . . ., (a) 

nach den Potenzen von € zu entwickeln und den Koeffizienten äer 
ersten Potenz von e Null zu setzen. 
Dies liefert: 

a 

wo nun aber die 8u (und also auch ihre Differentialquotienten 8v!] 
nicht willkürlich sind, vielmehr da die Form (a) auch den (b) zu ge- 
nügen hat, noch allgemein die Gleichungen: 

WO s = 1, 2, • • •, r ist, erfüllen müssen. Mittelst dieser Gleichmi- 
gen müssen r der Variationen: Su^ • • •♦ Sun (etwa ÄWi, • • •, Sur) 
durch die übrigen n — r ausgedrückt werden, welche letzteren 
dann allerdings ganz willkürlich bleiben. 
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Wenn diese Vorschrift vielleicht im einzehien Falle sich auch 
befolgen Hesse, so wird man immerhin bequemer in der allgemeinem 
Weise verfahren, die wir jetzt angeben wollen. Ohnehin können 
wir, da in den (d) auch die Dififerentialquotienten der du vorkommen, 
nicht im Allgemeinen die angegebene Eliminationsweise, die theore- 
tiscli freilich denkbar ist, vollziehen. 

II. Wir multipliziren die (d) mit der noch unbestimmten Funk- 
tion kt von X und integriren sodann zwischen a und h (nach x). 
Dadorch erhalten wir 



b 



M 



OUi ÖUn OUi 



+ ^,duAdx = 0, s = 1, . . ., r. 

Diese Gleichungen addiren wir zu (c), wobei wir das Summen- 
zeichen 2] in der bekannten Weise brauchen, und erhalten: 



) 



Diese Gleichung lässt sich nun in der bekannten Weise umschreiben. 

£8 ist nämlich 

8F. , 8F- , /dF d 8F\. , d /dF ,, \ 



+ 



r. ('-IJ;'«')- 



Bo dass, weil die du a,n den Grenzen Null sind, wenn man setzt 



<«n 



d.F d dF TT-r, d<P. ± /, iMl _ nr 

J«„ ~did^' + ^X d^ ~ dx V'duj] - *"•■ 



die (c*) wird: 



J(Wx8ui + lP"j5u, H 4- WnSun^dx — . (c'O 
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Wir denken nun die Grössen Aj, . . ., A^ so bestimmt, dass r der 
Grössen W in (c'') Null werden , was wir immer annehmen dürfen. 
Dadurch sind auch (wenn ^i, . . ., ^r Null wurden) öui, . . ., dur 
verschwunden, und es bleiben nur noch die ganz willkürlichen: 
S^r + 1, . . ., Sun übrig. Da dann (c") heisst 

b 

f(Wr + idUr + i + • . • + yf„dUn)dx = 0*) . (ß) 
a 

und hier dur + i, • • •, Sun durchaus willkürlich bleiben, so niuss 
auch 

Wr + i = 0, . . ., ^„ = 

sein. Demnach wird man die u so zu bestimmen haben, dass 

lP*i =0, ^2 = 0, . . ., ^„= . . . . (B) 

was mit den (b) zur Bestimmung der n -\- r Grössen u und A aus- 
reicht. 

III. Was nun aber die Bildung der Grössen ^P" betrifft, so wird 
man sofort übersehen, dass wenn man in §. 10, IL statt/ setzt 



1 
man aus den dortigen (A) die hiesigen (B) erhält (die A als nicht 
ti-, u' enthaltend angesehen). Daraus ergiebt sich nunmehr als 
Vorschrift: 

Man bestimme t«i, . . ., Un nach den Regeln des §. 10 so, dass 
b 

(F + Ai qpi 4- • • • + ^r 9r) dx . . . . (e!) 



ß 



a 



ein M. M. wird, wo Ai, . . ., A^ als nur von x abhängig angesehen 

sind, und verbinde mit den sich daraus ergebenden Gleichungen 

die (b), um die Ai, . . ., A,. zu bestimmen (oder auch zu eliminiren). 

Damit ist der erste Haupttheil der Untersuchung erledigt. 

IV. Hinsichtlich der Grenzgleichungen, Grenz werthe unter dem 
Integralzeichen oder in den Bedingungsgleichungen gilt immer das 



*) In dieser Gleichung sind nur noch die Variationen (fur+i, . • • <^Uh. 
Wie man nun auch aus (c) die Variationen (fu^, . . ., ^Vr eliminirt hat, 
immer muss die {ß) erscheinen, da sie eben eine richtige Gleichung ist. 
Wegen der anzunehmenden Elimination sind aber (fur-^i, . . •, dun duroh* 
aus von einander unabhängig. 
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in §. 6 und §. 10, III. Gesagte, das wir also nicht zu wiederholen 
brauchen. 

Doch mag hier abermals darauf aufmerksam gemacht werden, 
dass die Grensgleichungen nur die Werthe der u (und nicht der u') 
enthalten dürfen. Denn unsere Darstellung (§. 6) setzt voraus, dass 
man zuerst die Werthe (von « und) der u an den beiden Grenzen 
als fest ansehe, was man nur darf, wenn in diesen Grenzgleichungen 
blos diese Grössen und nicht auch die u! vorkommen. 

Desshalb werden die (b), insofern sie im allgemeinsten Falle 
Differentialquotienten der u' enthalten, nicht als Grenzgleichungen 
verwendet werden*). Sie sind ohnehin für alle Werthe von x, also 
auch für die Grenzwerthe identisch erfüllt, würden somit als Grenz- 
gieicLongen auch Nichts leisten. 

Enthält aber eine oder die andere Gleichung (b) keinen Diffe- 
rentialquotienten von Uf so ist diese Gleichung in der Lage, als 
Grenzgleichung verwendet werden zu können, wobei nur zu beach- 
ten ist, dass sie, wenn man die gefundenen Werthe der u einsetzt, 
identisch erfüllt ist. Es ist dabei selbstverständlich, dass die 
Grenzbedingnngen den (b) nicht widersprechen dürfen. (VergL'Note 
zü §. 18, VUL; dann §. 19, X., XI.) 

Reduktion auf die kanonische Form. 

17. Sei 

^ = JP* + ^1 9^1 + ^ 9^2 + • . • + ^r 9>r • . . (e) 
so ist das System der Gleichung^i, das die u (nebst A) bestimmt: 

8a> ^^_o ^ H£ — 

dfii dx dui' » • • •» ^^^ ^^ ^^^f *[ . . . (B*) 

(fl =r 0, . . ., q)r = 0. 

Wir wollen nun aus den Gleichungen 



*) Die „Grenzgleichungen ^ sind immer gewisse Bedingungsgleichungen, 
denen die Werthe der u für x = Xi, X2 noch genügen müssen. Da nun für 
alle Werthe von x die (b) stattfinden, so wird man für diese Untersuchan* 
gen (an den Grenzen, d. h. bei der Bestimmung von x^, X2 und den einge* 
tretenen Konstanten) die Grosse (a) allein betrachten können, und nicht etwa 
unter dem Integralzeichen statt F die Grösse (d) setzen müssen. Doch hätte 
dies auch weiter Nichts auf sich, weil eben die (b) für jede mögliche Be* 
rtimmang der x^, x^ und der Eonstanten ja erfüllt sind. Will man aber 
Ton dem in §. 7, YIII. (§. 9, XIV.) Dargestellten Gebrauch machen , so ist 
die letzte Form vorzuziehen, d. h. (a') statt (a) zu betrachten. 
Dienger, YaziationBreohnang. Q 
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—j z=z Zu . , ., g— > = if„, qpi == 0, . . ., g)r = . . ii; 

die Grössen te^ , . . . , ^-n ? ^i ? • • m ^r durcli x^ U\^ . , ,^ u^^ z^ , • »^ 
Zn ausdrücken und in 

O — (^1 Ui + ^2 ««2' + • • • + ^nW„0 . . . (g) 

einsetzen, wodurch sich diese Grösse in eine Funktion der vorhin 
genannten Yeränderlichen umwandelt, die wir mit ^ bezeichnen 
wollen *). 

Sieht man nun also IP* als Funktion von x^ Wi, ..., w«, je^i, ..., 
Zn (wir wollen kürzer sagen: von x^ u, z) an, so ist offenbar 

dur~dur'^dui'dur "*" * * "^ 8 w„' 8 w/ V^ 8w^ "^ '*' ■''^'* 8ti^/ ' 
d. h. wegen der (f): 

— — — . 

dUr dUr 

Dann weiter 

d. h. wegen der (f): 

Daraus folgt, dass das System (B') unter Berücksichtigung der (f) 
heisst: 

dO _dz^_ ^ _ ^ 

dui dx' ' ' '' dUn dx ^^^ 

neben welchen Gleichungen natürlich noch die 

dx~^'' "' dx ~ "" ^'^ 

bestehen. Die Gleichungen (i)f^iO sind der Zahl nach 2n zwischen 
X als unabhängiger Veränderlichen und t«i, . • ,, u„, Wj.', . . ., «/, 
^1) • • •} ^n) ^it • • M ^r; wozu dann noch die (f) zu rechnen sind, so 
dass die Gesammtzahl der Gleichungen 3 n -^ r ist. 

*) Dies setzt allerdings voraus, dass die u' in den 97 vorkommen. — Da 
ferner v^egen der letzten r Gleichungen (f) die Grosse * sich beim Eio- 
setzen in F umwandelt, so ist ^' auch der Werth von F — («i' *i -{- • • • 
H~ Un'^n). Doch legen wir auf diese Einzelheiten keinen besonderen 
Nachdruck. 
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Wegen (h), (h!) heissen die (i), (iO auch 
dui dW du2 dW dUn d^ 



dx dzi * dx dgQ * ' ' '^ dx dzn 

disi dW djS2 d^ dZn dW 



(C) 



dx dui ' dx du2 * ' ' *' da? dUn 

ein System von 2 n gleichzeitigen Diflferentialgleichungen erster Ord- 
naDg zwischen x und «^i» . . ., ^n* ^it • • •) ^n* Sind hieraus die 
letzten 2n Grössen bekannt und man setzt sie in (f) ein, so kann 
man auch noch Ui, . . ., Un\ ^it • * •, ^r bestimmen, wenn man dies 

Die Integration der (C) löst die Aufgabe, die u zu bestimmen, 
(L L (ß') zu integriren. Da 2 m willkürliche Konstante eingeführt wer- 
den, Bo erhält man also im Allgemeinen bei der uns vorliegenden 
Aufgabe diese Anzahl von eintretenden Konstanten*). Das System 
(C) hat die „kanonische Form". 

Dabei dürfen wir nicht ausser Acht lassen, dass die in §. 10 
gelösten Aufgaben unter der jetzigen begrifPen sind, wenn man nur 
die (p und A. ganz weglässt, also O kurzweg F setzt. 

Integration des Systems (C). 

V. In der Funktion W^ die nach IV. gebildet wurde und x, 
^ii • • •» tf«, Zi, . . ., z„ enthält, setzen wir 

de , dz ^ dz ^ 

wodurch dieselbe sich in TF" verwandle , und schreiben nun die par- 
tielle Differentialgleichung 

|J=TF (D) 

ox 



*) Dies setzt voraus, dass unter den (b) keine Gleichung ist, die keine 
Differentialqaotienten (deru) enthalte, oder dass keine solche sich aus densel 
beo bilden lasse. In diesem Falle würde man mittelst der fraglichen Glei- 
cbang eine der Grossen u durch die andern ausdrücken können, so dass nur 
noch n — 1 derselben bleiben würden. Dadurch würde sich die Anzahl der 
willkürlichen Konstanten um 2 vermindern. Aber auch, wenn unter den (b) 
eine Gleichung ist, welche sich unmittelbar integriren lässt, wird dieselbe 
^ohl eine Eonstante einführen, dann aber die Holle einer Bedingungsglei- 
chuQg ohne Differentialquotienten spielen, so dass thatsächlich dann eine 
Komtante weniger erscheinen würde. Für etwaige Grenzbedingungen würde 
ostorlich hierdurch eine Einschränkung entstehen. 

6* 
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^n, von der wir eine Auflösung der Form 

g=V.... (D) 

suchen, wo Feine (bekannte, d. h. gefundene) Funktion vom, 
Ui, . . ,, Un mit den willkürlichen Konstanten &i, &2» • • «A 
ist, von welchen Eonstanten aber keine blos addirt ist. Alsdann 
sind die Integralgleichungen von (C): 



dV _ dV_ 8F_ 

^-ß ^-ß ^-ß 



(E) 



wo ßi, . , ., ßn weitere n willkürliche Konstanten sind. 

Dabei sind die z mit den übrigen Grössen durch die (f) verbnii- 
den; die n letzten Gleichungen (E) lösen übrigens unsere Aufgabe 
vollständig. Die n ersten, deren allgemeine Form 

87 _ 80 

können zu anderen Zwecken dienen. Wir haben nun den Beweis 
der Behauptung zu führen *). 

VI. Um dies thun zu können bemerken wir, dass wenn ein 
System von 2n Gleichungen 

1^1 = 0, ^3 = 0, . . ., ^2n = 0, . . . . (k) 

in dem 2n willkürliche Konstante vorkommen, als Integralsysten 
von (C) gelten soll, die Gleichungen 

dFm dFmdW dFmd^ dFmd^ 

dx dui 8^1 du2 djS2 8«*„ dzn 

.dF^dW .dFmdW . 

-\ — ^ — z r • • • n — 5 — ö — = u, . . . . (k; 

WO m = 1, 2, . . ., 2w, identisch erfüllt sein müssen, wenn man 
nöthigenfalls die willkürlichen Konstanten aus (k') mittelst (k) e\\- 
minirt, oder auch die abhängigen Yeränderlichen u und JSf ersetzt. 
Denn aus den (k) folgt 

dFm , dF„, dui , , dFm dUn , dF^ dgi 

dx dui dx dun dx de^ dx 

••• + |^^=o (1) 

oZn, dx 



*) Man vergleiche meine »Integration der partiellen Differentialg^leichoo* 
gen" (Stuttgart, Metzler), und zwar §. 9, V., und §. 10, V. 
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und da die DifPerentialquotienten der u und z dieselben sein müssen, 
wie in (C), wenn anders (k) ein Integralsystem jener Grleichungen 
ist, 80 erhält man (k^, wobei eine vorgängige Elimination, wie vor- 
lun angegeben, nöthig sein kann. 

TJmgekelirt aber auch, wenn das System (k) mit 2 n willkürlichen 
Konstanten die Eigenschaft hat, dass die (k') identisch erfüllt sind, 
nöthigenfalls mit der angegebenen Elimination, so ist dasselbe das 
Integralsystem von (C). 

Denn aus (k) folgen (als ein System von Gleichungen zwischen 
2n + 1 Veränderlichen) nothwendig die (1), und da die (k') iden- 
tischerfallt sind, so ergeben sich aus der Verbindung beider Systeme: 
(kO und (1) die (C). Dabei ist es ganz wohl zulässig, dass man in 
(I) die willkürlichen Konstanten mittelst der (k) eliminire *). (Ver- 
gleiche XI.) 

Mit diesen Bemerkungen wenden wir uns zum eigentlichen Be- 
weise, den wir in zwei Abtheilungen führen. 

dV . , 

1. ^ — = jSm ist eine Integralgleichung. 

Dazu gehöjrt (Fm = ^ ;er^),das8 

identisch erfüllt sei , wenn man nöthigenfalls die (E) noch benutzt. 
Nun aber genügt V identisch der (D); setzt man also z = V 
in diese Gleichung ein, so kann man sie dann partiell nach jeder 
darin vorkommenden veränderlichen Grösse oder auch willkürlichen 
Konstanten differenziren. 

dv 

Setzt man aber V für z in W ein , und lässt dann ;? — z. A. 

dnrch z^ bezeichnet sein, so verwandelt sich W natürlich in die 

Sanktion ^. Differenzirt man nun partiell nach Ufn, wobei also 

^F 

r — durch 0g bezeichnet sei, so ist 

8«F d^ d^V , , 8^ 827 ggf 



dumdx dzi dUxdilm 8jer„ dUndUm 8Wm' 



") Für 'weitere Untersuchungen in dieser Beziehung verweise ich auf 
Bern Handbach der Differential- und Integralrechnung. 
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dV 
und zwar identisch, wenn nur JUg = tz — , was auch sonst die 

Bedeutung der u ist. Wenn man also aus den (E) die Yeränderlichen 
zieht, oder die Eonstanten eliminirt, wo dann die n ersten (E) die 
nöthigen Beziehungen liefern, so ist (a) erfüllt, und der erste Theil 
unseres Beweises vollendet. 

dV ' , . 
2. ^-r— = ßm ist eine Integralgleichung. 

Jetzt muss iFm = gr ßmj 

82 F 8^7 dW 82 7 ggf 

... =r . iß) 

dbmdx dhmduidzi dhmdun djSn 

sein. 

Differenzirt man aber wie vorhin die (D), nachdem ts ersetit 
ist, nach hm, so ergiebt sich 

827 dW d^V , , dW 927 

+ • • • + 



dbmdx djsi dhmdui dzn 'dbm'dun^ 

dV 
welche Gleichung identisch ist, wenn nur z^ = - — Da dies aber 

8 m, 

der Fall ist, wenn man die (E) benutzt, so ist auch der zweite (und 

letzte) Theil unseres Beweises vollendet 

YII. Es ist selbstverständlich, dass man zur Integration des 
Systems (BO, um die es sich hauptsächlich handelt, jeden anderen 
beliebigen Weg einschlagen kann, da ohnehin der hier betretene 
nicht immer leicht zum Ziele führt. Es lässt sich nun aber, wenn 
man das eben genannte System durch irgend ein anderes Verfahren 
mit 2n willkürlichen Konstanten integrirt hat, aus dem Integral- 
system die Funktion V, von der wir so eben gehandelt haben, ei^ 
mittein. 

Herstellung von 7" aus einem Integralsystem. 

Vni. Gesetzt, man habe in irgend einer Weise die Aufgab« j 
gelöst, d. h. Ml, ..., Un (wi'..., u'nj ^1..., ^r) niit 2n willkürliche«! 
Konstanten: Ci, ..., c^n bestimmt, so ist dadurch natürlich auch i^ 
Gleichungssystem (C) integrirt, wenn dort die Sf nach (f ) ausgedrückt 
sind. Man kann also ein System von 2 n Gleichungen zwischen Xi 
Wi, . . ., Um i^i, . . ., Zn mit den 2 n willkürlichen Konstanten Ci,, .., Cn 
als bekannt ansehen , das die Gleichungen (C) integrirt. 
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Sei nun für den bestimmten Werth x = a (wo a Null sein mag, 
wenn dies angeht): 

80 kann man , wenn man in die so eben angeführten 2 n Gleichungen 
zu gleicher Zeit rc = a und für die u und z die Werthe (m) ein- 
setzt, die Konstanten c durch die ^ , v ausdrücken. Daraus folgt, 
dass man die letzteren eben sowohl als die willkürlichen Konstanten 
des Integralsystems ansehen kann, so dass die Integralgleichungen 
durch 

^m (p$ Wli ..•» ^n, ^1,..-, ^/i» i^U •••» f^n» ^^H •••» ^n) = 0, 

w=l, 2, ...,2» (mO 

dargestellt werden können. 

Hat ^ dieselbe Bedeutung wie in den (C), so setze man in 

OZi 0^2 dsSn 

die "Werthe von u , z aus (m') ein , wodurch sich dieselbe in eine 
Funktion von x (mit den ft, v) verwandelt. Alsdann bilde man das 
lateral 

a 

in dem nur x, [ly v vorkommen, löse nun die (m') nach den je^i,..., 
^n» ^1» - • •> ^n anf und setze für die Vi, . . ., v„ die so erhaltenen Werthe 
in Ä. Dann verwandelt sich dieses Integral in unsere 
Grösse F. Natürlich ist die Ermittelung des Integrals voraus- 
gegangen. Um dieses zu beweisen, haben wir zu zeigen, dass das 
80 erhaltene V den (E) und auch der (D) genügt. 

IX- Sei ü' der Werth, der aus Sl hervorgeht, wenn man die 
V in der angegebenen Weise ersetzt. Da man die (m) benutzte bei 
der Bildung von *ß, dies aber die Integralgleichungen von (C) sind, 
so ist auch 

a 

wenn man natürlich immer wieder die z und u ersetzt denkt in X, 
ft, V. Daraus folgt 
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dVfn J [dUi dVm dUndVm dZi dVm 



H r TT" ÖT- + ^1 3Z OTT* H + ^i 



^^H^Vtn dxdVm dX dVn 

dui dssi . , dUn dsfn 



dux_ dei^ dUn ^£»^1 

dx dVfn dx dVrn\ 



dx 



X 

dzi 8tti dz^ dtin dui dzx 

ii •■ • [ ■ 



J Idx dVm dx dVm dx dVfn 



dUn dzn . d dui d dUn 

dx dv„, "^ ^^ dx dVm "^ *" ^" rf» 8Vm 

^^1 3^1 1 , dUn dZti 



dUi_ dZi_ dUn dznl 

"*^ dx dv„,'^""^ dx 8vJ 



dx 



X 



=/lÄ('.t:)+-+Ä(-l?j]- 



Nun ist für a? = a nothwendig 

Denn ist 

w* = ^ (a?, f^i,..., ^„, Vi,..., Vn), also lis = if (a, fti,..., «'«)» 
so hat man 

Us — (l8 = i^ (X, ftl,..., f^n, Vi,..., Vn) — ^ (a, f^l,..., ^«)i 
8v« 8v,n 8Vm ' 

und es ergiebt sieb unsere Bebauptung als augenscheinlich richtig» 
Demnach 

dSl dui . du2 , , dUn 



dv„=''^dV„ + ''d7A"' + '''W„ 



Dann 
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ar 8ß 3n_ 8Ä 8i^ 



= V'' 81^ +■"+'» 81^/ eii; 

(8«i dvi_ dui dVn\ 

dvi 8«m "^""^ Öv, 8m„/ 

^ ^ \8n öu« ^ ^ 8v.8«iJ 
= ^,|HL+...+ ;.,|5l = ^„ (a) 



adem 



* = 0, wenn s, W verschieden; -^-^ = 1. 



Femer wie oben 

weil fär X = a nothwendig 

dUfn _ j 

wird. Also 



— V« + 



' Wm "^ 8i/i 8fi« ■^•••"'" 8i;„ 8/tJ 

+ ..,4. . (^j^^^ .... Ö!f« 8^\ 
^ ^ " \8/tm ^ 8vi 8f*^ ^ ^ 8v„ Sf**»; 

Hier sind natürlich die u als Funktionen der (i, v, letztere wie- 
der als durch /t ersetzt, angesehen. Demnach ist 

dus . du, dvi , ^ , 8_w, dvn dus 

nnd wenn man in u«, welche Grrösse als Funktion von Xy [i^ v 

mittelst der (m) ausgedrückt ist, die v wieder mittelst derselben 

Gleichungen ersetzt, so fallen die f(, o; aus und es bleibt einzig Ug 

stehen. Demnach ist 

dUm 

— ^ = 

dfim 
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X 



8Vto J [dui dVm dUndVf^ dzi dvm 

a 

, dW den , d dui , . d du 

H 1- oT- OTT- + ^1 TT OTT- + - + ^1 



2 



djsndvm dxdvm dx dv^ 

da? a^m da; 8vmJ 

d^i dtci ydzn dUn dui de\ , 

^ d» gv„^ ^ dx 8vJ 



.T 



=AÄ("lt)+-+Ä('.|?3]- 



Nun ist für a; = a nothwendig 

Denn ist 

w, = ^ (a?, (Xx,..., f*„, Vi,..., V«), also (is = t (a, (Xi,..., v«), 
so hat man 

W, — |[t, = ^ (x, (Xi,..., fin, i/i,..., v„) — ^ (a, f^i,..., V«), 
du, _ 8»(a?, fti,...,yn) _ 8T(^(fl, fti,...,^!!) 

und es ergiebt sich unsere Behauptung als augenscheinlich richtig. 
Demnach 

8iQ dui . 8^2 , , 9Un 



dv„, "' dv„, ' "* dv^ ' ' "8i/„ 



1 



Dann 
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du„ ~ dvi du„, "*" *" "^ dVn awm 
/ dUi . . dun\ dvi 

, / dUi , , dUn\ dVn 

( 8«i dVi , , dUi dVn\ 

dvi 8«« "'■■"■^ 8v, 8«J 

•'""•+'-fe8i^+"*+8^.8i; 



indem 



' = 0, wenn s, m verschieden; -^-^ = 1. 



Femer wie oben 

8Ä dui . , dUn 



= 1 



n 
m 



weil für a; = a nothwendig 

dUm 
8ft« 

wd. Also 

S(^ "diin, ^ dvi 8ft« +••'+ 3y^ 8^^ 

4..,._L . (^^ , 8t^ 8^ 4-... 4. ^ ^\ 
^ ^ " \8ft« ^ 8i/i 8/i« ^ ^ 8i/n d[iV 

Bier sind natürlich die u als Funktionen der f^, v, letztere wie- 
der als durch ^ ersetzt, angesehen. Demnach ist 

+ ^:r ^TT +••• + 



8f*m 8 Vi 8/i« ^ 8i/» 8/i« <ffim' 

ond wenn man in u«, welche Grösse als Funktion von x, (i, v 
Diittelst der (m) ausgedrückt ist, die v wieder mittelst derselben 
Gleichungen ersetzt, so fallen die fi, o; aus und es bleibt einzig Us 
<^kexi. Demnach ist 
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und folglich 

8^=-'''" • ^'^ 

Aus (f), (s') folgt sofort, dass ßf die in (E) vorkommende Grösse 

V ist, wenn die dortigen h die jetzigen (i, die dortigen /J die jetzi- 
gen V sind. 

X. Dann ist aher auch 
-^1 — = V — jSi -^r . • — e^ - — und auch 

aX ÖJSi OZn 

giö' , dß/ dui , , dß/ dUn 

= "^r + öT- "3^7 H — + 



0ic dui dx dUn dx 

dß/ , dui . , eiwn , v 

= ^-''-d7, ^-87-' ^^«^'^ ^^^' 

indem ja immer die u diesem Systeme genügen. Dabei ist allerdings 
ein Ersetzen der JS, v durch u, (i noch zu denken. 
Aus diesen Gleichungen folgt sofort 

dx ~ ' 
und da hier z^ aus {m'), also aus (s) zu ersetzen ist, so ergiebt sich, 
dass dies die aus (D) folgende Gleichung ist, wenn man dort z durch 
Sl' ersetzt (und wo, wie in der Ordnung, nur u, ft vorkommen). Da- 
mit ist unsere Behauptung erwiesen. 

Beweis, dass (E) ein vollständiges Integralsystem ist. 

XL Wir setzen voraus, es sei (D') eine vollständige Lösung 
von (D), d. h. wenn man aus 

0£_8F 0£_8F^ dz__dV_ j 

8a? dx^ dui dui ' dUn dun 

die willkürlichen Konstanten fei, ..., 5„ eliminirt, muss die (D) zum 

Vorschein kommen. Diese Elimination ist aber nur möglicli, wenn 

man aus den n letzten Gleichungen (p) die Grössen h durch x, u, 

7^^ — ausdrücken kann. Dies also setzen wir hier voraus. Um diese 
du 

Voraussetzung analytisch zu formuliren, überlegen wir, dass weim 

fei , . . . , fen aus den fraglichen Gleichungen gefunden werden sollen, 

C2 

dies eben heisst, es Hessen sich diese Grössen als Funktionen von 7^ 
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herstellen, so dass wir offenbar die eben geforderte Auflösung als 
besonderen Fall einer allgemeineren Aufgabe erkennen, die heisst: 
Die Bedingung festzustellen, dass aus den n Gleichungen 

•4^1= t>l, *3=t;2,..., ifn = Vn - (q) 

in denen die ^ Funktionen der Grössen yi, » > >, Pn sind, sich die y 
durch die v ausdrucken lassen. 

Nehmen wir dies einmal ein, so erscheinen die y als bestimmte 
Funktionen der v und man erhält aus den (q), wenn man nach Vs 
differenzirt : 

dti dyn 



dij^ dyi 
dyi dvs 

dtl;n dyi 



+ ••• + 



dyn dvi 



= 0, 



+ 



. d^ndyn^^ 
dyn dvs 



(qO 



dyi dvs 

wo alle zweiten Seiten Null sind , mit Ausnahme der s**" Gleichung, 
in der die zweite Seite 1 ist. Sind nun die y alle bestimmte Funk- 
tionen von V, so müssen die Differentialquotienten der y nach Vg 
(8 = 1,2,..., n) eben solche sein, so dass also , wenn man die (q') 
nach den Differentialquotienten auflöst, diese bestimmte Werthe er- 
balten. Dies ist auch immer der Fall , wenn nicht 

0*1 8*1 8*1 



dyi 

8*2 



dy2 
dyi ' 8^2 



8*n 8*n 



dyn 

8*2 



dyn 



8*n 



= 



(r) 



dyi ' 8^2 ' ' dyn 

Diese Gleichung ist somit ganz gewiss nicht erfüllt, wenn die 
(q) sich nach den y auflösen lassen. 

Umgekehrt nun aber auch, wenn die (r) stattfindet, lassen sich 
die Differen^ialquotienten der y nach den v aus den (q) nicht finden, 
und ist folglich eine Auflösung der (q) nach den y nicht möglich 
(d. h. eine Bestimmung der y als Funktionen der v)*). Da wir nun 



*) Also wenn (r) nicht stattfindet, mnss eine Auflösung der (q) nach den 
ff möglich sein. Denn entweder ist sie möglich, oder nicht. Ist sie nicht 
möglich, so kann man die Differentialquotienten auch nicht bestimmen, und 
folglich muss (r) stattfinden. Da dies nun nicht der Fall ist, so ist noth- 
wendig die Voraussetzung (der Nichtauflösbarkeit) falsch. 



1 
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annehmen, ans den n letzten Gleichungen (p) lassen sich die h fin- 
den, so wird folglich ly = h, v = ^ j die Gleichung 

g2F 82 F d^V 



dhidui ' dhidui ' ' 8fe„8wi 
82 F 82 F 82 F 



85i8««3 ' 86381^3 ' ' dbndu2 



82 F 



82 F 



82 F 



= 



(rO 



8ti dUn ' 8^2 9«*n ' ' 8t« 8w, 
nicht stattfinden. 

XII. Soll nun (E), bezüglich die n letzten Gleichungen jenes Sy- 
stems, ein vollständiges Integralsystem von (G) sein, so müssen 
die Gleichungen sich nach t^i, . . . ., Un lösen lassen. Dies ist ent- 
schieden der Fall, wenn nicht 

82F 82F 



8wi85i duidhi 



82 F 



82 F 



82 F 

dUn 8^1 



82F 



= 



8wi dhn ' dti2dbn ' ' 8««» 86» 
ist. Da diese Gleichung aber mit (r') bekanntlich zusammenfallt, so 
ist damit auch die Möglichkeit der Auflösung, also unsere Behaup- 
tung, erwiesen. 



§.12. 

Verallgemeinerung der Untersuchungen der früheren 

Abschnitte. 

I. Sei y als Funktion von x so zu bestimmen, dass 



P{" >•'£■■■■ 2)" 



ein M. M. wird, wobei etwa noch Bedingungen wie die (b 
gegeben sein können, wenn die dortigen ^1 , ^2 > • • • Funl 

*' ^' dif ' *"' d^^^ beliebiger Zahl) sind. 

Die vorgelegte Aufgabe fallt zusammen mit der in 
stellten, wenn wir setzen 



ß 
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«odnrch dAun die Gröaee (a) zu 

/(x,Ki,ih,...,Un,vfn)dx (a*) 

iriri Dabei aber hat man uocb festzaBtellen , daas 

d«, ^' d« ^' ' d« ^' 

damit wirklich ans «i ^ }f sofort alle übrigen Beziehimgen folgen. 
Diese GleicbuBgen können wir auch schreiben 

M,' _ «i = 0, M,' — «s = 0, . . ., tt'^i — M, = 0, (b) 

und dieselben vertreten nnn die (b) in §. 11, I. (r ^ « — 1). 
Darans folgt (§. 11, m.), dass man die GröBse 

/[/+ ii («i' - «s) + ■ • ■ + A^i (»'--1 - ».)] dx . . (a") 

nuih den YoTBchrifteu in §. 10, ü. zu behandeln habe, wodurch sich 
die Gleichimgen : 
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zu einem M.M. zu machen, so ist die Bestimmung von y dieselbe 
wie in I. (d.h. die Bestimmung der u). Dann tritt noch, wenn Ci, ..., 
C2n die willkürlichen Konstanten sind, die Aufgabe hinzu 

«7" = / [f(X, Ui ..., W'„) + ^1 (t*l' — t*2) + ... + ^n-1 K-l — Wn)] dx 

nach a?i, X2, c zu differenziren (vergl. §. 7, VUL; §. 9, XIV. und 
§.11, m. Note). 

Wegen der (b) ist (wenn / weder Xi noch X2 enthält) 



= — Zi-^' jz = Zi-^' 



3a?x •^-* ' dx2 

so dass hier die k ganz wegfallen. Dann ist, wenn die Grösse unter dem 
Integralzeichen Q heisst und c eine der Integrationskonstanten ist: 

de ~ J [dui de "^ du2 de +*"+ dUn de "^ 8V de 

^ ^ dUn' de] ' 
d. h. (§. 7, Vm.) wegen der (B) in §. 11, H.: 

dJ_ 
de 

Nun ist 



/J \8mi' 8c/ ^ ZJ VgV dcj^ ^ /-i \du„' de) 



d^ _ 8*_i J* _j 8*_ 8/ 

8mi' ~ " 8%' — '^'•••' 8m'„_i ~ *"-'' 8m,' " d^' 



so dass 



=Zi\^^ -8^ + ^» 87 +•••+ ^-' "sT- + 8^^:' 87; ("^ 



Aber aus (c) folgt 



8/ d 8/ 



1. 



f > 



" ^ dUn dX dUn 

*^^ 8wn-i ^ic 8wn e^a? 8«*»" 



, 8/ d df , c?«-i 8/ 

^1 = ^7 — Tz^T- -^ — ± 



8^2 c?a; 8% "" dx^'-^duj^ 
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so das8 



dJ 
de 



yvdj^Ydl _LK . ...+ ^TL ^\ 

"^ 8c V8«3 dx^i "^ •" da!«-» 8m„7 
de \bu„ dx du,!/ 



(f) 



+ 



8«, df 
de 8m 



a 



ist. In den anderen Zeichen: 



XavXi 



de ^ Uc W da? 8^' "^^ — e?a?«-i 83/(»>/ 

■^ 8c V8/ dx dy^'^ -1- •••■+■ ^a;»-2 ^J 

■^ 8c W^ e?a;8y(*) "•"'"- e?ir»-3 83/('»)/ 

^ ^ 8c 83/(">J ^^ 

Dies ist die Verallgemeinerung der Formeln in §. 7, VIII. Dabei ist 
vorausgesetzt, dass die Grenzwerthe der w in f nicht vor- 
kommen, und zu beachten, dass die „Grenzgleichungen** nicht y^**> 
enthalten dürfen (§. 10, III.; §. 6, I. Noten). 



Besondere Fälle für die Gleichung (F). 

in. Hat die Funktion f die Form tp + ^y^^\ wo (f, ^ die 

d^y 
Grösse ■=— r (= y^^^) nicht enthalten, so ist 

8/ 

= ^ 



8y<«> 

und also wird in (F) der höchste Differentialquotient nicht der von 
der Ordnung 2 n sein. In diesem Falle ist (F) nur von der Ordnung 
2n — 2. Denn die zwei letzten Glieder heissen 
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d^"^ df d" 8/ _ d"-^ r 8/ d_ 8/ l 

da^-^ 8y^"-^> da?» 8y« ~ da;«-^ L82/(«-^^ dx 8^»> J 

d-ir_89^ _83(; dl_dt,_;^ dj!L_^n,] 

do^-^ldf^'^^^^^ 8y<«--i) 8a? dy^ 8y<— 1>^ J 

_ ^n- r^^8£__ Sjf; _ 81^ _^^^ 

~ daj«-i Löy^""*^^ 8a? 8y ^ 8y<«-2) 3^ J 

und der höchste darin vorkommende Differentialquotient ist J/^^*"^^ 
da dann auch in den früheren Gliedern kein höherer vorkommt, so 
ist unsere Behauptung erwiesen (§. 3, ¥.)• 

In diesem Falle treten in die Integralgleichung nur 2 n — 2 
Eonstanten ein, und es wird also für den Fall fester Grenzen (I.) die 
Aufgabe im Allgemeinen nicht lösbar sei^i, da die Grenzwerthe von 

dy d^^^y 

Ui, t^, . . . Un, d. h. y, —,..., ^__^ , der Zahl nach 2n, gegeben 

sind, während nur 2n — 2 Grössen bestimmt werden müssen. Das- 
selbe gilt auch für die nicht festen Grenzen (11.), da hier immer die 
Dinge so liegen müssen, dass wenn man a^i, X2 als gegeben anaebt, 
auch Uly . . ., t^n gegeben sind. 

ly. Sind in f die Grössen y^ y\ . - *, yh^ nicht enthalten, so 
heisst die (F): 



(fm+l gy 


daj«»+i 8y<'"+^^ 


und liefert sofort 


8/ d 8/ 



^^+2 gy(in+2) • — ^^« gy(n) 



i« V d» — "*"~^ 8/ 

Für m = , d. h. wenn y nicht in f enthalten ist , hat man 
87 ~ 55 8? ■^■* -^^==^ 8^ ~ ^^' ' ^^" 

V. Enthält f die Grösse x nicht entwickelt, so ist 

d« 8y ^ ^ 8y ^ ^ ^' 8»<«) ^ ' 
also wenn man hieraus ^ ^ zieht, die (F) mit y' multiplizirt und 
den Werth der vorhin bestimmten Grösse einsetzt: 



i - (^ 



/ V , , ..j.,> 8/ \ , A /8/\ . , <«» 8/ 
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Aber ^—+y--, = -^y —y 

^ a»" ^ dx^df dx\f df ^ dxdt/'y 

so dasB 

'9/ * 8»" ^ 83/^"> * da; 8»' ^ ^ da;» 8y" 

j_ (_ i)»+i ^^ IL- 

^ ^ -^ ^ da;» 83/W 

~ dxVd!/J dxl^ ey ^d»8y"J 

dxl^ 8yW ^*^ '' *<fa?-» 8j^»)J' 

und folglich, die (F) : 

oder auch (§. 3, VIL) : 

•^ ^ L8y <?^8/' *- c?a;«-ia3/H 

^ ^/ __ ~ eZ^-« 8/ 1 






-y«> ^-^ 



gyn) 

VI. Ist 

-^ T- -TT-i 4- • • • + -rr-z ;r~r7 identisch Null, 

dy dx dy' ^ — dx"* dy^""^ 

so ist (a) oder (d) unmittelbar integrirbar und die Aufgabe gehört 
nicht dem Gebiete der Variationsrechnung an (§. 22, III.). 

Wäre die vorhin genannte Grösse einer Konstanten gleich, so 
vräre die Aufgabe unlösbar. 

D 1 e n g 6 r , YariatioiiBrechnung. 7 
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§. 13. 

Allgemeinste Form für den Fall zweier abhängig 

Veränderliclien. 

Wenn auch die Darstellung in §. 10 und 11 alle Fälle uinfasst, 
so mag es doch gerathen sein, wie schon in §.12 geschehen, gewisse 
besondere Fälle, die immerhin auch allgemeiner Natur sind, auch 
noch besonders hervorzuheben. Wir wählen hier dazu die Aufgabe, 
da zwei Funktionen, y und z^ von x so sollen bestimmt werden, dass 

ein M. M. werde. Dabei müssen wir zwei wesentliche Fälle ^mte^ 
scheiden. 

1. Es besteht zwischen y und e keine Gleichung. 

I. Jetzt ist in §. 11 : 

dy d^-'^y äi 

die dortigen (b): 

also r =z n -\- m — 2. Die dortige (d): 

f(x, Wi, W2, —. «*n+m, <, wi+,n) + Xi (Wi — Wj) H h ^n-1 K-1 -««) 

+ /*l K+1 ~ «*»»+2) + • • • + f*m-l «+m-l — «*•+■)' 

die (BO: 
8/ e^^i 8/ „ ^^ — n 

Un^l dX 8Wn+2 »i» 

8/ dllrn-^l _ ^ 8/ <^ 8/ _^ 

Hieraus folgt, wenn man die te ersetzt: 



-m 
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8y äx dy' "'" das« 8y" '"' — da;'» 8y(»> 

^_^.^j_ü^_ + ^^ ^/ — fl 
a^r dx de" ■•" da;" 8/' '" — dx"^ 8«^») "~ ' 



(G) 



aus welchen zwei Gleichungen y , is folgen (mit 2n -\- 2 m willkür- 
lichen Eonstanten). Auch das in §. 12, IL gefundene Resultat lässt 
sich hier leicht herstellen. 

2. Es besteht zwischen y und z eine Gleichung. 

n. Sei nun aber 

(dy dry dz d*z\ ^ ... . 

^'*'d^'-' d^'^'d;'-'d^|==^ . . . (b) 

die Gleichung, welche zwischen y und z stattfindet, wo es nicht 
gegen die Möglichkeit der Auflösung Verstössen würde, dass etwa 
1^ >• n, s > »w sei. 

In diesem Falle werden wir die (b) eben als eine neue Bedin- 
gnngsgleichung im Sinne des §. 11, I. behandeln. Um uns aber die 
Auflösung gehörig zurecht zu legen, wollen wir, wenn v eine noch 
unbeiannte Funktion von x ist, zuerst 

f + vtp = 'il; (c) 

setzen, wo nun tlJ eine Funktion von x^ y, und deren Diff'erential- 
quotienten ist. Der höchste in t/^ vorkommende Difi'erentialquotient 
von y sei der _pte, der höc^iste von z der qie (wo jp = w oder r ist, 
q = m oder s). 

Dann hat man die Auflösung in I., wenn man ^ für /, p für n, 
q für m setzt. Demgemäss sind y^'^z, v zu bestimmen aus (b) und 



dy dxd^'^ —dxP dy<P^ ~ ' 
dz dxd?~^ —dx^dz^^^ ~ ^' 



(H) 



Soll die Zahl der eintretenden willkürlichen Konstanten 2(p'\-q) 
tfein (nach §.11, IY.)> so muss einer der höchsten Difi'erentialquo- 
tienten in (p vorkommen. 

Die (b) in §.11 sind nämlich hier, da Wi, . . ., Up^q, einge- 
rritrt sind: 

Ui =r tl^,,.., Wp— 1 = Up, <*p+l = ^p+2» Wp+2 = ^p + 3» • • M 

U'p^q^l = Up^g, 9 = 0, 

Jso wenn man 



100 §. 13. Allgemeinste Form für den Fall 

O =^f + v(p + k^ (u[ ^ U2) + "' + Ap-i (u^^i —Up) 

setzt (wo Ip durch v vertreten ist), imd 0i^ . . >^ Zpj^q einführt aus 

^>+l ^^ ^p+2» •••» **p+g— 1 == ^p+y» 9^ = 0, 

so hat man hieraus Wi', ..., Wp+j, ^i, ..., ^pj^q—i auszudrücken. 

Nun kommt in / + vg? = ^ an Differentialquotienten der u nur 

Wp', Upjf.q vor; demnach heissen die p -\- €[ Gleichungen, welche die 

ß bestimmen: 

. - 8^ - 

Ai = ^1, A2 — ^2» •••» ^p-1 — ^p— 1» "öTTT — ^P» ^P+1 — ^p+l> 

2 _■ , . 8» _ 

. . ., Ap^5«i — ^p+gf— 1 -^—7 — -^p+g* 

Da in den übrigen (ausser der letzten) Up , "^p^q nicht vorkommen, 
so müssen also Up\ Wp+j, v aus 

8^ 8^ ' _ .,v 

äV^""' 0;^ = ^''+"9' = ^- • • • • ^^ 

bestimmt werden. Enthält nun (p weder Up' noch Up^q, so ist diese 
Bestimmung, da v nicht in q) vorkommt, unmöglich, und damit auch 
die Reduktion auf die Form in §.11, IT., womit dann natürlich 
auch die weiteren Folgerungen wegfallen. 

Würden übrigens in den beiden ersten (d) Up , Upj^q thatsäch- 
lich nicht vorkommen (§. 12, III.), so wäre die Auflösung (d. h. Be- 
stimmung dieser Grössen) ebenfalls unmöglich. 

IIL Kommt nun aber keiner der höchsten Differentialquo- 
tienten von y oder z (Up\ Up+q) in (p vor, so dass also n > f , 
m '^ s (p = n, q_ := m) ist^ so gilt wohl Alles, was wir hinsicht- 
lich der Bildung der (H) gesagt; die Anzahl der eintretenden will' 
kürlichen Konstanten ist aber nicht 2(n -\- m). 

Man kann sich in diesem Falle nun dadurch helfen, dass man 
yfi-i^ ^r+2^ . . .^ y(n) ^urch Differenzirung aus (b) zieht imd in f ein- 
setzt, wodurch der höchste Grad in dieser Funktion : von y der fte, 
von js der mte oder s -\-^n — rte ist. Dann enthält ^ nur diese 
Grade und cp enthält einen der höchsten Differentialquotienten. 

Die Anzahl der eintretenden willkürlichen Konstanten ist 2 (r -j- w) 
oder 2(r -\- s -{- n — r) = 2(s -{- n), und zwar ist die grössere 
dieser Zahlen zu wählen. 

Man kann aber auch eben so ^^*+^\ . . ., z^"*^ wegschaffen und 
dann ist der höchste Grad in 1^: von der ste, von y der nte oder 
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r -{- m — 5te. Die Zahl der eintretenden Konstanten ist 2 (n + s) 
oder 2(r -{- m — s -j- s) = 2 (r -f- w), und zwar ißt die grössere 
dieser Zahlen zu wählen. 

Es ist selbstverständlich, dass die Verbindung der (H) und (b) 
in beiden Fällen dasselbe geben muss. 

IV. Man kann hiemach allgemein aussprechen: 

Ist bei dem vorgelegten Probleme nach den Vorschriften in IL 
verfahren worden, d. h. hat man die (H) und (b) zur Bestimmung 
von y, z benutzt, so ist die Anzahl der durch Integration eintre- 
tenden willkürlichen Konstanten die grösste der Zahlen 

2 (w 4- s), 2 (r + w) , 2 (r + s). 

V. Wir heben nur noch besonders den Fall heraus, da q> keinen 
Differentialquotienten enthält. Da jetzt r und s Null sind, so ist 
die Anzahl der eintretenden Konstanten die grössere der zwei Zahlen 
2n, 2 m. 

Die (H) heissen 

dy'^ dy dxdy' '^'^'-dx^ dy^^^~^ ' 

dz'^ dz dxdz'^ ~ dx"" dz('^^ 
woraus sofort: 



Idy dx'dy' '^ — dx^ dy^^^\ dz 



i 



dz dxdz' '^'"-dx^dz("'Udy ' • ' ^"^^ 



als Gleichung folgt, die mit 

(p = 
zü verbinden ist. 

Dies mag für die Betrachtung der Einzelfälle genügen. 



n 



Vierter Abschnitt. 

Entscheidung, ob Maximum oder Minimum*). 

§. 14. 
iPeststeUung der Aufgabe. \ 

I. Wir knüpfen einfach an die Untersuchungen des §. U an, 
da sie ganz allgemein sind, und wir werden setzen 

^ = F -\- ^i(pi + ' ' ' + Kq^n^ W 

ferner das Integral 

b 

Odx = J (b) 

a 

ZU einem M. M. machen , indem wir Wi , . . . , w« aus den dortigen 
(BO bestimmen; nöthigenfalls werden wir auch nach §.11, V. ver- 
fahren, und dann sollen dieselben Zeichen auch dieselbe Sache be- 
zeichnen. Sonach werden, wenn wir dies benutzen, £i, W, ^, F> 
b, ß die ihnen in §. 11, V. zukommende Bedeutung haben. 

Wenn wir statt des Integrals- (a) in §. 11 das obige J betrach- 
ten, so macht dies, da wir immer die Bedingungsgleichungen (b1 
a. a. 0. beachten, offenbar keinen Unterschied, ist aber für unsere 
Untersuchung bequemer. 

Es ist (§. 11, II.) 

6 b 

8J = fcPidu, + • • • + ^FnSun) dx =f80dx, 



b 



*) Man vergleiche die zwei wichtigen Abhandlungen von Clebsch im 
55. und 56. «Bande des Crelle'schen Journals. 
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wobei das Zeichen d eine Differenzirung nach £ und nachheriges 

Einsetzen von Null für 6 bezeichnet (§. 3). Dabei ist zu beachten, 

dass nur unter der Voraussetzung fester Grenzwerthe alle diese drei 

Ausdrücke gleich sind. 

Daraus folgt dann 

b ' " b 

8^J= Jd^Odx = fldWidui H + dWnSun + Wjä^Ui 

a a 

Da man aber hier die gefundenen Werthe der u einsetzen soll, 

Bo ist wegen der (B) in §. 11, IL: 

' b 

a 

Dies kommt ganz offenbar darauf hinaus , dass man die zweiten 
Yariationen der u (S^Ui, ..., ö'w«) vernachlässigen darf. Dies be- 
achtet, ist es uns bequemer 

b' 

8^J= fö^Odx 

a 

ZU setzen (wo also in 8^0 jedenfalls die zweiten Variationen der u 
wegfallen*). Hierbei ist 

OUi OUn OUi ' OUn 

5— 5 0t*2-^ }--— 

OU1OU2 ^ ' ' dUn-iOUn / 

+ ^ "^» ( 5 — 5~> °^i H — + 5 — 5—? *^» ) 



d»« =^^du?+...+zj;^^ Ä«„» 






♦) Dabei ist immerhin zu beachten, dass cf^^j und ^H\^u^ +••• 
+ <^V'n<^t*n noch nicht identisch sind, wenn man auch cf^u weglässt. Allein 
dje Glieder, um welche sie verschieden sind, fallen — bei festen Grenz- 
werthen — NuU aus. 
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In symbolischer Form : 

IL Setzen wir für künftig, nachdem man die gefundenen 
Werthe der u eingesetzt: 

82^ ^20 2)20 g20 



dUr^ — ''''^''dli;rd^~^'''''dUrdu: ~ ^'•'" dUr'du/ ~ '' 






* 



W 



'V 

f.. / 



und 2 Tz= ai^i yl + «2,2 2^1 + ••• + «n,« 2^n' 

+ 2 («1,2 y\ Vi + ai,s yi 2^3 + . . . + öi,n yi y« 

+ «2,3 2^2 2^3 + + «2,» %% h 

+ + «n-i.« y»-iy») 

+ 2t/i' (&i,i yi + • • • + b„,i 2^„) 

+ 2«^2M&1,2 2/1 + • • • + ^«,2 2/n) 

+ Ci,i (y^r + C2,2 (2^2')' + • • • + Cn,„ (t/nO' 

+ 2 (Ci,2 2// ^2' + ci,3 2/1' 2^3' + • • • + ci.„ yi y, 

+ ^2,3 2^2' 2^3' + + Ci^nViV 

+ + c„_i,„y!;-iy.'> 

+ 2 ^1 (i?i,i 2^1 + 1^1,2 2^2 H 1- Pl,n Vn 

+ «1,1 y\ + Öl, 2 2^2' -I 1- 2mV' 

+ 2if2 (iJ2,i y\ + i?2,2 ^2 H 1- jP2,n y« 

+ «2,1 yi-V «2,2 2^2' H h 32,«!!«') 

+ 2^r (l?r,l 2^1 4- i'r,2 2^2 H V Pr,n yn 

+ «r,l 2^1' + «r,2 y2' H h ^r,i.!f«')l 

WO nun y, z keinerlei Beziehung zu früheren Zeichen haben solle^ 
dabei aber immerhin als Funktionen von x gedacht werden ui 

, _ ^ / ^ • 4. 

dx^ dx 
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Der Werth von Ö^Q ist dann obiger Werth von 2 T, wenn 
man darin öu für y und = setzt. 

Haben wir nöthig, für y, e andere Grössen zu setzen, so wollen 
wir 7? {y ^ z) statt T setzen. Damach wäre 

Die Integration der Gleichungen (B^ des §.11 führt, wenn wir 
den allgemeinen Fall im Auge behalten , 2 n willkürliche Konstanten 
ein, die im Folgenden durch 

Äi, Ä2» • • •» ^2« (d) 

bezeichnet sein sollen (die 5, ß in §. 11 , 'V., wenn 'man nach der 
dortigen Weise verfährt). Wir dürfen also die u als Funktionen von 
X und den h ansehen. 

Nun werden wir T'ganz vorzugsweise für den Fall zu betrachten 
haben, da 

und unter dieser Annahme soll T durch S bezeichnet sein, so dass 

- "~" \dr-dh) ••••••• (.«^ 

Dabei ist h irgend eine der Konstanten (d). Sollte es nöthig werden, 
eine besonders hervorzuheben, so werden wir einen Zeiger an 
setzen , so ulass also 

Dabei ist natürlich n die Anzahl der u, dagegen r die der A (§. 11). 

Differentialgleichungen für die 0. 

III. Die Gleichungen (B') des §.11, lY. sind identisch erfüllt, 
wenn man für die u und A die durch Integration gefundenen Werthe 
einsetzt. Denkt man dies gethan, so kann man dann jede dieser 
Gleichungen etwa nach jeder der Konstanten (d) differenziren. 

Dadurch wird die 

80 d d^ _ 

dug dx duj 

geben : 
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+ '''^"aX + *'* + '''«"8r + ^MW + -'' + ^'-''lÄ-r 

d. h. wenn wir die Bezeichnung in IT. beachten: 

80 d dS _ 

iys dx dyj ~ ' 

'du 
wo zur Abkürzung y = — gesetzt ist. Da s = 1 ; 2 , . . . , n sein 

kann, so ist also 

8@ ^ 80^ _ 80^ _ ^ 8©^ _ 

8t/i e?a;82//-^'--" 8y„ da;83/n'~ ' * ' ^^ 

oder wenn man etwas weitläufigere Bezeichnung braucht! 
80 ^ 80 _^ 80 e? 80 _ ,^ 

j^ o...f — 0,..., ^ ^ , — . . (ij 



^ 8wi c2a?^8w/ ''"' 8w« dx ^duj 

Die erste Bezeichnung hat die Abkürzung (e) zur Voraussetzung. 

Aus den (b) in §. 1 1 , I. (die ebenfalls identisch erfällt sein 
müssen) folgt: 

dUi , , dUn , 8w/ , , 8^n'_^ 

d h. 

80 ^ 8A 

8;^„ 8ä 

Demnach : 

80 ^ 80 ^ • ^ 

^—=0,..., ^— = 0, (g) 

oder in weitläufigerer Bezeichnung 

80 ^ 80 ^ ,. 

= 0,..., -^r-r-= (g) 



•8 A, ' dkr 









währebd wie immer die X als von den u unabhängig angesehen sind. 
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Natürlich gelten (f) und (g) für Ä = Äi, .. ., Ä2n, so dass man 
an die S noch die Zeiger 1 bis 2n anbringen kann. Wir werden 
die Bezeichnungen (f), (g) in der Regel brauchen, da S statt T schon 
an die Virkliche Bedeutung erinnert. 

rV. Lassen wir in den (f) und (g) die Zeichen y, z (mit den 
angegebenen Bedeutungen) stehen, so sind dieselben ein System von 
n -\- r gleichzeitigen Differentialgleichungen zwischen den J^i , . . . , 
Vn^ ^j,w . ., ^r und X, (Dabei beachtend, dass die a, 5, c, jJ, g 
Funktionen von x sind.) 

Denselben wird natürlich genügt für 

du dl 

^ ~ dh' ^ ~ dh' 

Da aber 

d0 d® d® 

lineare Funktionen der y, z sind, wie dies sofort aus 11. hervorgeht, 
so genügt man den (f) und (g) auch noch, wenn man 



2/ = ^1 ^TT 4" ^2 -^n — !""••+ ^2 » 



^ = Gl ^T- + Cji ^T- H + Gin 



(b) 



dhi dh2 dh2n ^ 

setzt, wo Gl , , . ., C2n willkürliche Konstanten sind. Dabei sind die 
y der Anzahl nach n , die z der Anzahl nach r , und also 

"="■ !!;+•■■+''■•£• '•=<'- 1^+-+«"£ « 

Das System der n -\- r gleichzeitigen Gleichungen (h) kann als 
das allgemeine Integralsystem der (f) und (g) angesehen werden*). 

Wir wollen nun endlich in T die Grössen y und z durch die 
Werthe (h) ersetzen [wo Ci , . . . , C2 n dieselben Konstanten bleiben^ 
was auch in (h') der Zeiger s sei] , und unter dieser Annahme T 
durch r bezeichnen , so dass also 



*) Die (f) und (g) sind der Art nach wie die (B') in §. 11 beschaffen, 
wenn man in letzteren u dnrch ^, A durch z ersetzt denkt, da die Ordnungen 
der Differenzirungen gleich hoch sind. Desshalb enthalten die Integrale der 
(f) und (g) ebenfalls 2n willkürliche Eonstanten. 
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wo nun allerdings an F keine Zeiger mehr nöthig sind, wie an %. 
Wegen der (f) und (g) ist 

l£_^Ml_o er d dr _ i 

dyi dxdyi' ~ '"''^ dx dyj ~ ' 



— ü , . . . , ^ — ü, 



W 



wo y, jBf durch (h) oder (h') erklärt sind (w, A die Werthe in §. 11). 

Wir werden im Folgenden unter y, z immer die Grössen (h') 
verstehen , und auch F wird die Bedeutung (i) behalten. Dabei fällt 
natürlich P'mit T^ zusammen, wenn man die Zeichen y^zm ersterer 
Grösse einführt. 

Die Konstanten C sind willkürlich. Wählt man dieses oder 
jenes System solcher Konstanten, so nehmen y und e in (h') andere 
Werthe an, und wir werden uns zunächst mit den Eigenschaften 
solcher verschiedenen Werthe beschäftigen. 



§.15. 
Grundeigenschaft der Werthsysteme der j/, nt, 

I. Legen wir den Konstanten G in (h') bestimmte Werthe bei, 
dann zweitens andere Werthe, so erhalten wir dadurch zweierlei 
Systeme von Einzelwerthen derselben. Damit ergeben sich dann 
auch zweierlei Systeme der Werthe von y, e. Wir bezeichnen die- 
selben durch 

yi,a» 2^2,«? • • •» VnyU'i ^1,«» ^2,a» • • •> ^r,a>l ^ M 

yi,/5» y2,/5, • • M yn.ßt ^l,/5» ^2,/S, . . ., ^r,/5ij 

WO durch die zwei BJi y^ z angehängten Zeiger wohl eine Ye^vl^ 
rung nicht entstehen kann, indem der erste Zeiger die seithenge 
Bedeutung hat, der zweite meint, man habe ein bestimmtes Systfin 
von Werthen der C gewählt. 

Setzt man in F das eine oder das andere System der y^ ^^^ 
wollen wir auch hier die Zeiger a, ß anhängen. 

Aus der Form von T*, d. h. P, ist sofort klar, dass die Grösse 



A 



H +y«,« J7*^ + yua^-r^A 1-2^«,« 



cyi.ß cyn,ß cyi^ß cyn,ß 

denselben Werth behält, wenn man die Zeiger « und ß vertauscht. 



§. 15. Grundeigenschaft der Werthsysteme der y, e. 109 

Wegen der r letzten Gleichungen (k) fallen die letzten Glieder 
weg; wegen der n ersten (k) sind die übrigen: 

d r dFa . , diy\ 



so dass also 
dx 



d r zr„ ^^^ ■\ 



und folglich 



»^^4-...4-«.„.^ 



yi.« äT/ + • • • + y»,a 



-wo £7 eine Eonstante (nach ^) ist. Diese Gleichung drückt die 
gesuchte Grundeigenschaft aus. 

"Wir betrachten nun n einzelne Systeme der Werthe Ci,..., C2n? 
8o da&B also a, ß in (b) nur die Werthe 1, 2, . . ., w haben. Na- 
türlich ist für a = /5 die zweite Seite der (b) Null. Dass wir ge- 
rade n soicher Systeme herausnehmen, ist eine Sache des Beliebens; 
die Anzahl aller Eonstanten ist dann 2 n^. 

Was die Eonstante E betrifiPt, so hängt sie natürlich mit den G 
zusammen. Legt man ihr einen bestimmten Werth, etwa Null, bei, 
so hat man dadurch eine bestimmte Beziehung zwischen den 4 n in 
(b) eingehenden Eonstanten festgestellt. 

Besondere Systeme, für die JE? = 0. 

IL Wir wollen n einzelne Systeme der Ci , . . . , Q^n uns den- 
ken (er die Werthe 1, . . ., w beilegen), sodann n^ Grössen 

Wr^i{r = 1, 2, . . ., w; s = 1, 2, . . ., n) 
so bestimmen, dass 



— -j — = Wi^i^i^a + «^2,2^2,« + • • • + «^2,n3^«,a, 



> • 



= f^n,iyi,a + «^«,2^2,« + • • • + Wn,nyn,a^ 



(c) 



so liegt (a = 1, 2, . . ., n), da die Anzahl dieser Gleichungen auch 
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n^ ist, dem kein Hindemiss im Wege. Natürlich ist die (b) immer 
für alle Systeme erfüllt. 

Gesetzt nun aber, die in (c) verwendeten n Systeme sollen die 
Eigenschaft hahen, dass je die Eonstante E in (b) Null wird (wemi 
man zwei dieser Systeme benutzt). Setzt man die (c) in (b) ein, 
so ist etwa 

dFß ■ dVß 

= yi,« (wi,i yi,ß + • • • + «?i,n yn,ß) + • • • 

+ yn,a 0^n,iyi,ß + • • • + Wn,nyn,ß\ 

in welcher Grösse sich das allgemeine Glied als 

«^r,5 yrA ys,ß 

darstellen lässt, wenn man r, s alle Werthe von 1 bis n beilegt 
Demnach ist die Grösse selbst 




1Vr,syr,ays,ß* 

Natürlich ist ebenso: 

Soll also^in (h) E = sein, so muss 





tvr,s yr,a ys,ß = 2j2a ^'•.* yr.ß y*,« » 

d. h; 

]S2«'r,«(yr,«y4,/J — yr,/Sy4,«) = ...-..(«) 

sein. Hier bleiben nur Glieder stehen, in denen r und s verschieden 
sind. Zu jeder Verbindung fi, v von r, s gehört eine andere v, /». 
Dann sind die betreffenden Glieder: 

f^f4,y(yf4,ayf4,ß — yf4,ßyy,a)i 

Wy.fi(3ßv,ayfJt.ß — y^^ßy^iya) = — Wy,fi(2/fA,ayy,ß — yy^y^A^ß)- 
Daraus folgt, dass die (a) auch heisst: 

wenn man für r^s alle Werthe von 1 bis n wählt, aber dieselbe 
'Verbindung nicht wiederholt. 

Die .Gleichung («') besteht hiernach aus — r — ^ Gliedern. 

1 • A 
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Solcher Gleicbangen aber wie {cf) giebt es, wenn nian die 2^blen 
a,/}alle Wertbe von 1 bis n dnrcblaufen lässt, und gleicbe Wertbe, 
so wie scbon da gewesene Verbindungen ausschliesst, ebenfalls 

— - — . Bei der eigentbümlicben Form, da nämlich die zweiten 



Seiten Null sind, und die ersten in allen GHedem dieselben Facto- 
ren Wr,« — «'«.r baben, folgt sofort, dass 

sein wird. 

"Wenn also die in (c) gewählten Systeme derart sind, dass in 
(b) ^ = ist, wenn man je zwei dieser Systeme einsetzt, so findet 
nothwendig die (c') statt. 

Umgekehrt geht aber aus unserer Darstellung wohl auch sofort 
hervor, dass wenn die w der Bedingung (c') genügen, durch die (c) 
auch die (b) mit JE7 = erfüllt ist (wie man sich nöthigenfalls 
durch unmittelbares Einsetzen überzeugen könnte). 

■ « 

Andere Beziehungen für die w, 
111. Aus den (k) in §. 14, IV. folgt : 

dPa dWi 1 , , dW\n , f • . I 

8^;:;"'"^^''"+ '" ^ ^ ^"'" + '''''^''" ^ '" + ""^'^ ^'"" 

: ^ 

dFa dWn,i , , dWn,n , / i i f 

^^~d^^'^ +'*' + ~^^"'« + *'"'^^*'" + "• + "''''"^"■« 

Diese Gleichungen, in Verbindung mit (c), könnten zur Bestim- 
mung der io dienen; unterwirft man dieselben dann den Bedingun- 
gen (c^, so hat man zugleich diejenigen Systeme charakterisirt , für 
die JE7 = ist. 

Elimination der y und z. 

IV. Aus (c) und (d) lassen sich nun Gleichungen bilden, in 
denen y,js weggefallen sind. Zu dem Ende wollen wir n^ Grössen 
^i,it ^1,2 1 • • •« ^n^n bestimmen so, dass 



(d) 



. . . (e) 



dx 
wo natürlich y die Bedeutung in (h) des §. 14, IV. hat, und a von 
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1 bis n geht. Diese Bestimmung unterliegt begreiflich keinerlei 
Beanstandung. 

Dann wollen wir nr Grössen Ms^m bestimmen so, dass 



(e') 



WO «n = 1, 2, . . ., r. Natürlich unterliegt auch diese BestinunuDg 
keinerlei Beanstandung. 

Y. Berücksichtigt man die Bedeutung von F^ so heisst die 
s-te Gleichung (c): 

Ws,l yi,a + «^«,2 ^2,« + • • • + '^s,n Vn^rt 

+ • • ' + C„,5 yn,a + ^i,a ÖTi,» H h ^r,« 9fr,*; 

eben so die s-te (d): 



• • • 



(y) 



dws,i 



yi,« + 






(/) 



dx ''"'** ' ' dx 

+ «'«.n 2/n,a = «1,* 2^1,« + • • • + «n,« Vn^a + Kl 3/i,« 
+ • • • + t«,n y'n^a + Pl,s ^l,a H h l>r,« ^r,«- 

Führt man die Werthe (e), (e^ ein, so nimmt (y) die Form 

Bl^sPha + • • • + Bn,syn,a = (s = 1, 2, . . ., w) . . . (J) 

an, so dass man nun solcher Gleichungen , da auch a die Werthe 
1, . . ., n durchläuft, ihrer n^ hat. Daraus folgt bei der besonderen 
Forna (II.), dass die B Null sein müssen. (Man wird bei festem s 
zuerst a = 1,2, . . ., w setzen und aus diesen Gleichungen ßchlies- 
sen: JBi,, = 0, . . ., Bn,s = 0). 

Beachtet man die Werthe der B, so hat man (s = 1, 2, ..., n): 

ms=r > 

«^M = K* + ^1,1 ^M + • • • + <^n,l^n,* + ]Säfm,»JIfl,m» 



mal 



m=r 



Ganz ebenso folgt aus (y'): 



m«l 



• (f) 
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dx 



+ «^M <Jl,l H \-^s,n Ön,l = «1,5 + ^*,1 ^1,1 + 



ins=»r 



+ l>5,n ^«,1 +2^**»» ^1.»»' 



m=l 



dw 



dx 






fns=r 



+ ^,n <Jn,ii +^Pm,s Mn^m- 



m=l 



(f) 



VI. Die s-te der letzten Gleichungen (k) heisst: 

Führt man hier die (e) ein, so nehmen diese Gleichungen aher- 
mals die in V. bereits erhaltene Form (ß) an , woraus Dasselbe ge- 
BcbloBsen wird. Man hat folglich: 

Pi,i +- USA <Ji,i + • • • + 2*,n <^n,i = 0| 

s = 1,2, . . ., r . (g) 

Aus den (f), (g), welche der Zahl nach n^ -\- nr sind, lassen 
edcb die (ffM, welche der Zahl nach eben so viele sind, bestimmen: 
setzt man sie dann in (f) ein , so hat man DifiPerentialgleichungen 
zur Bestimmung der w. 

Ton der Beziehung (c') haben wir in IV. bis VI. nicht aus- 
drücklich Gebrauch gemacht. Unterwerfen wir die w jener Bedin- 
gung, so werden die so erhaltenen w dann (S,M geben und man 
wird aus (e) die Systeme y ziehen, die JE? = geben*). Doch ist 
diese Aufsuchung keineswegs unser Zweck. 



*) Denkt man die n Systeme der y und 2, welche den (k) genügen und 
sogleich in (h) E =: machen, bestimmt, setzt diese in (e) und (e^ ein und 
bestimmt daraus die (T und 3/, so geben die (f) die w. Da die ursprüngliche 
Zahl der Konstanten 2n^ ist, durch die Bedingung, dass ^ = 0, aber 

- ^ Beziehungen zwischen denselben gegeben sind, so bleiben nur 

3 n^ -4- n 

— willkürliche Eonstanten in den y übrig. So viele treten 



noch 



2 



aber nicht in die w ein, da die (f') Differenzialgleichungen erster Ordnung 

fi in -4- 1^ 
der Zahl nach — ^ geben, wenn man (c') berücksichtigt. Es hängt 

dies damit zusammen , dass bei der Auflosung der (e) und (e') die r-i — 

willkürlichen Eonstanten sich derart kombiniren, dass thatsachlich nur 
D i e n s e r , Yariationsreohiiiing. 3 
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Wir bemerken nur noch, dass wenn für einen Werth von s alle 
g,^TO Null wären, die (g) auch 2?»,m Null liefern würden, was offenbar 
unzulässig ist. Aber es ist auch nur dann g,,i = g,,2 = ••' = 3i,« 
Null, wenn (pg keinen der Differentialquotienten von u enthält Die- 
sen Fall Bchliessen wir also hier noth wendig aus (§. 16, VI.). 

Differentialgleichungen für die w, 

VIT. Es lässt sich das System der Differentialgleichmigen für 
die w, von dem so eben die Bede war, unschwer herstellen. 

Wir schreiben zu dem Ende die Gleichungen (f ) in folgender 
Form: 

WO fi = 1, 2, . . ., n. Die s-te dieser Gleichungen heisst: 

WO nun auch s = 1, 2, . . . , n. Da man also hieraus dag ganze 
System (f) erhält, wenn man 8 und ft alle Werthe von 1 bis n 
durchlaufen lässt, so folgt sofort, dass man die (f) auch schreiben 
kann: 



(f.) 



h,n + <^1,« Ci,„ 4- . . . -f- Ön^s Cn,n + ^j qm,n ^i,m = ^n,n . 

WO s = 1,2 . . ., w. Bea.chten wir nunmehr die (cO; multipli- 
ziren die (fi) bezüglich mit öi,<, 02,«, . . ., <5n,ti addiren sie und sub- 
trahiren die Summe von der ^-ten der Gleichungen (fO» so ^''* 
giebt sich: 



g ^ bleiben, immer natürlich anter der Yoraossetzangy dass i? = 

sei für die benutzten Systeme. Die (e), (e'), (f), (fO mit der Bedingung M 
ersetzen die (c), (d), also die ersten (k); nimmt man die (g) dazu, so sind 
auch die letzten (k) ersetzt, und es ist in (b) £ =: 0. 
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Wegen (g) ist aber 

80 dass 

Dies ist die gesuchte DifferenzialgleicHung, welche die (c') übri- 
geos wesentlich voraussetzt [indem sonst die zweiten Seiten in (fi) 
gegen das ähnliche Glied in (f) sich nicht aufgehoben hätten]. 
Dass eine Vertauschung von s und t dieselbe in sich selbst umwan- 
delt, liegt desshalb in der Natur der Sache *). 

Die (h) sind der Zahl nach — - und führen also auch eben 

J. • ^ 

80 viele willkürliche Eonstanten ein. 



§.16. 
Anwendung auf 8^J. 

I. Setzen wir z. A. 

so wollen wir die (h) in §. 15, VIT. multipliziren mit |,, |<, und 
dann die Summe aller so erhaltenen Gleichungen bilden , wenn s, t 
aüe Werthe von 1 bis 9^ durchlaufen. 

Da bei feststehenden fi, v : 



*) Wir haben schon in der Note zu VI« darauf aufiaierksam gemacht, 
dass die (e), (e'), (f), (V) die (c), (d) nebst den ersten (k) ersetzen , und dass 
dann die (g) die letzten (k) auch ersetzen, während die (c') die Grosse ^ = 
/Dacht Daraus folgt, dass wenn man die w aus (h) bestimmt mit den ein- 
tretenden — J^ — ' willkürlichen Konstanten, dann aus (f) und (g) die <r, M 

beitimmt (mit eben diesen Eonstanten) und in (e), (e') einsetzt, man die n 
Systeme von Werthen der y und z erhält, welche den (k) genügen und^=0 
machen. Die (e) sind dann n Systeme von je n Differenzialgleichungen 
erster Ordnung, die folglich noch n^ Konstanten einführen. Demnach sind 

die n Systeme der Werthe y, z mit n^ -j- ^ ^ ^ — - = r^— • wiUkür- 

• « * 

Uchen Konstanten versehen, wie wir dies bereits in der Note zu VI. als 

iioUiw endig erkannten. 

Wie aber schon in VI. bemerkt, ist die Bestimmung der n Systeme der 

1^, 2r, welche in (b) £7 == machen, keineswegs unsere Absicht. 

8* 
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und bei feßtstehendem m: 

SO ergiebt sich: 

8=1 <==1 

- SS c/.,^ (V li + • • • + ^fM (py,x Si + • • • + ö.-.» I«) 

+ 2 2(^^.1 ^1 + • • • + Pfn,n^n) (Jfl,m ll H + Ä,«l«) 

=2».i*^ w 

Die (f) in §. 15 multipliziren wir mit 2 |i -^j . . ., 2 1„ -^ 
und addiren: 

2^' (6i,,|i + • • • + t«,,ln) + 2|i -^ S^^,iö/.,s + • • • 



^ 



«■1 



Hier setzen wir s = 1, 2, . . ., n und addiren nochmals; dabei 
beachten wir, dass (c«,< = Ct^» ) 

und erhalten: 
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San 



dl. 



dl 






+ -^(Ii<Jm + • • • + l«<J,,n)] 



fn=r 



4- 22(^l,m ll + • • • + -M«,». In) (g«,l ^ + • • • + 2«^« ^") 

= 2g2«'.,|,i| (b) 

«=1<=1 ^^ 

Dabei ist selbstverständlich 

^^^m-^^~2j2j^m 5^5^ = . . . (c) 

Addirt man (a), (b), (c), so erhält man, wenn die Doppel- 
samme ^^^2 sich auf s und t von 1 bis w , und die einfache 

Summe, die wir durch 8 bezeichnen wollen, sich auf m von 1 bis r 
bezieht: 

- Kl «!+••• + tf..n^J (.0,,. I, + • • • + Ö/,»l«) - II II] 

dit 




• • I 



+ 2 8(p„,i ll + • • • + Pm,»l« + 2m,l -J^ + 
+ 2m., ^) (Jfl,™ ll + • • • + Jlf«.m I«) = 2 22«''.« ^« ^ 

+ 22U/-S-. 

d. h. 
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dx ' -^-^"•' dx dx 

+ -Ztfn,mln) = J^ 22*^M^«^< W 

wenn man darauf achtet, dass tOg^t = ^t,si tdso 

II. Setzen wir nunmehr 

d. h. 

so ißt, weil (§. 14, IL) 

ö^o = 22«.. ^.«' + 22cm # § + 2 22^.{.| 
«'* = ^ 22«'M i.f* + 22«'.' ^'^« 

- 2 S (i)«,i|i + • • • + 2m^ 11^) (Äi.»|, + • • • + ÄM^.)- 
Die Variationen du^ du^ müssen aber den Gleichungen 

genügen, wo m = 1, . . ., r, da diese Gleichungen aus den (b) in 
§. 11, I. folgen. 

Beachtet man dies, so ist 

«^* = Tx 22 «-M u + 22^'^'''.,' • • • (8^ 

Hieraus folgt, da für x = a und d die | Null sind (§. 10, I). 
nach §. 14, I. endlich*) 

b 






(L) 



a 



*) «'«,< l«l< fallt jedoch nur weg, wenn Wt,t nicht unendlich wird- 
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Die in ^ yorkommenden Variationen Aiti, hu' müssen übrigeDs 
den (f), der Zahl nach r, noch genügen. Diese Gleichungen lassen 
eich aber leicht in Beasiehungen zwischen den /i umsetzen. 

Zieht man nämlich aus den (g) in §. 15, YL: j)«,!, . . .,jp«,n 
und setzt diese Werthe (m für s) in (f), so ergiebt sich: 

ä:m,i[*«*'i — (<^i,i*«i + • • • + <^i,»*Wn)] + • • • 

d. h. 

flm,l^l + • • • 4- ^m,n^n = 0, m = 1, 2, . . . , r . . (e') 

Diese r Gleichungen ersetzen die (f). Lässt man also zwischen 
den n Grössen ^ die r Gleichungen (eO bestehen, vermittelst deren 
sich r durch die übrigen n — r ausdrücken lassen, so bleiben diese 
n — r ganz willkürlich*). 

Endergebnis s. 

III. Das Ergebniss unserer ziemlich weitläufigen Untersuchung 
lässt sich nun einfach dahin fassen. 

Um zu entscheiden , ob J für die nach §.11 gefundenen Wer- 
the von u (nnd A) ein Maximum oder ein Minimum sei, bilde man 

die GrÖBse 

b 

2S^-V^ -P'^"« w 

a 

in der die P noch durch T Gleichungen: 

89^1 P 4_ ^^1 p j. j_ ^9^1 P — ft 

5^7" -^1 ' äTT A + • • • + ^-7- -t'n — v), 



892 p I ^9^2 p f j. ^^^ P — n 



8g) 



7" ^1 + ^17" -t'a i- • • • + 5-7- -^n = 



. . (MO 



8w'i * ' 8tt'2 8tt'„ 

zusammenhängen; drücke r der P durch die übrigen aus und setze 
dieselben in (M) ein, wo zugleich für die u die gefundenen Werthe 
eintreten. 



*) Wegen der (f) sind r der Variationen durch die übrigen n — r aus- 
drückbar. Diese letzteren bleiben willkürlich. Statt der Variationen (fti 
sind die J eingeführt, die natürlich ganz eben so willkürlich sind, nur be- 
stehen die (e') zwischen ihnen. 



120 §.16. Anwendung auf ä^cT; 

Alsdann muss innerhalb der Grenzen der Integration der Aas- 
dmck unter dem Integralzeichen in (M) immer dasselbe Zeichen 
haben, und wenn dieses positiv ist, so hat man ein Minimum; wenn 
es negativ ist, dagegen ein Maximum. 

Die (bleibenden n — r) P sind ganz beliebige Grössen. 

IV. Doch liegt unsere ganze Arbeit noch unter einer wesent- 
lichen Bedingung, der nämlich, dass auch alle unsere Rechnung nnr 
endliche, bestimmte Grössen liefert. Da es sich in (L) nur um /l, 
was wir in III. durch P bezeichneten, handelt, dazu aber nur die 6 
nöthig sind, so müssen diese sich so bestimmen lassen, dass sie 
innerhalb der Integrationsgrenzen nicht unendlich werden. 

Die (7 (nebst den M) bestimmen sich aus den (f) und (g) in 
§. 15, y., VI. und zwar ausser bekannten Grössen durch die w. 
Daraus folgt, dass der allen ö gemeinschaftliche Nenner innerhalb 
der Integrationsgrenzen nicht Null werden darf. 

Jener Nenner, wie die Ansicht der (f) und (g) a. a. O. sofort 
zeigt, enthält die w gar nicht, sondern bildet sich blos aus hekon- 
ten Grössen, die auch in den ^ enthalten sind , so dass man leicU 
wird beurtheilen können, ob dieser Nenner innerhalb der Integra- 
tionsgrenzen unendlich wird. 

Aber um zur Gleichung (L) zu gelangen, haben wir voraus- 
gesetzt, dass 



/|(S2»..i.s.)^- = o 



sei. Diese Annahme ist nur gestattet, wenn Ws^f innerhalb der Inte- 
grationsgrenzen endlich bleibt. 

In die tv treten — r; — z — Konstanten ein; diese müssen sieb 

also immer so bestimmen lassen, dass die w innerhalb der Integra- 
tion sgrenzen endliche Werthe haben *). 



*) Die Formel (M) ist natürlich das eigentlich gesachte Resultat unserer 
ganzen Betrachtung. Darin sind die c und w nothig, in so fern sie den (h) 
und den übrigen Gleichungen genügen, nicht aber gerade mit ihren allge- 
meinen Werthen. Giebt es also besondere Werthe der in tv eintretenden 
Konstanten der Art, wie dies im Texte verlangt ist, so kann man ganz 
wohl die ihnen entsprechenden w wählen, da dieselben ja den (h) jedenfalls 
genügen. 
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Besonderer Fall des §. 4. 

V. Der ganzen Anlage unserer Betrachtung nach muss n we- 
nigstens 2 sein (§. 15, I.). Trotzdem kann man den Fall des §. 4 
aus unserm Hauptresultate ziehen. £s ist dann n = 1, r = 0; 
die (g) in §. 15 fallen weg ; die (f) heisst 



die (h): 



die(L); 



dx dy^ 83/2 ' 






8^' 

a 

Verglichen mit §• 4 müsste also: 

8j/ 8^ 8y^ 8y 

^^ 8ci "^"^ec^ ^^ 8V 8y 8ci "^^8ca 

^i 8y^' 8y8y' df/^ dy^ . d£ 

dci 8^2 8ci 8c2 

Bein , worin m die eine eingetretene Konstante 1 — ~ — -z — = 1 1 



wäre. 

Dabei wäre 



8/^ d^(df\ 
dy dx \8// 



Aus der ersten Gleichung folgt 

dw_d_ 8y dV (J^ ^ ^ 82/ 

da; ~ da? 8y8/ "'' Sg/'^ dx "^ e?a? 83/^' 
so dass 

dx 8y« ^ 82/2 "^ («a; 8/» "^ dx dydy' dy'^ ~ 
Setzen wir noch 

ß' dx ß dx^ z^ \dx) ' 
^0 ergiebt sich 

£? dy"^dx'^ '^ js dx dy'^dx "^ da; 82^83/' 8^ ~ ' 
wu man immer für y seinen Werth (§. 4) einzusetzen hat. 
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Diese Gleichung heisst 

dy*^dx^ "^ \e?ir 8/2^^3. "^ 8a?8y8/ "*" dy'^d^ ^ 

■^8^8/2'^ 82^2 ■"" 
und ist identisch mit der 

8TF 8TFe?jg 8TFc?2^ _ 

8y ^ "•" 82^ eia; "^ 8/' cia;^ "~ 
in §. 4, ly. Daraus folgt denn unsere Behauptung. 

Fall, da eine der Bedingungsgleichungen keinenDifferen- 

tialquotienten der u enthält. 

VI. Wir haben schon in §.15, VI. darauf aufmerksam gemacht, 
dass die dortigen (g) wesentlich voraussetzen, es sei keine der Be- 
dingungsgleichungen in der Lage, frei von allen (ersten) Differential- 
quotienten der u zu sein. Der Grund liegt einfach darin, dass d&im 
die betreffende Gleichung in den r letzten des §.14, IV. (k) kein 
i/ enthielte, also ein Ersetzen aus den (e) in §. 15, IV. nickt an- 
ginge. 

Fehlt etwa in (pi jeder Differentialquotient, so sind §. 14, II. 

gi,i = 0, gi,2 = 0, . . ., ci\,n = 0. 
Man könnte sich nun zu helfen suchen, indem man in (f) und 
(£') des §. 15 V. wegliesse: 

also in (e') des §.15, IV. m nicht = 1 zuliesse. Dadurch würde 
auch in (g) des §. 15, VI. der Fall s = 1 überflüssig und die (f) 
und (g) könnten die ö \m^ M immer noch bestimmen. Das hiesse 
nun offenbar, die Bedingungsgleichung 

ganz aus dem Spiele lassen. Die Eechnung würde übrigens bis zu 
§. 16, I. ihren ungestörten Verlauf nehmen und auch der Ausdruck 
für 8^J in §. 16, II. würde auftreten. Denn ganz offenbar hängt 
alle diese Rechnung nicht wesentlich von der Zahl der Bedingungs- 
gleichungen ab, wie sich dies aus dem Endresultate (L) in §. 16, II. 
ergiebt. 

Dagegen hätte man aber die Bedingungsgleichungen (e') a.a.O. 
nicht aufstellen können, und damit wäre ein wesentlicher Theil des 
ganzen Resultates (§. 16, III.) nicht erhalten worden. 
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VII. In diesem Falle bleibt nichts übrig, als mittelst der Be- 
dingmigsgleichung, die keinen DifPerentialquotienten enthält, eine 
der Funktionen u durch die übrigen auszudrücken (oder ausgedrückt 
zu denken) und dann diese Bedingungsgleichung nicht weiter zu 
beachten. 

Die Zahl der u vermindert sich dadurch, und man wird natür- 
lich in dem Endergebniss (§. 1 6, III.) nur diese geringere Zahl ein- 
fuhren. 

VIII. Wäre also etwa 

9 = (a) 

eine solche Bedingungsgleichung, neben der die r anderen (§.16) be- 
standen, die keiner Beanstandung unterliegen, so würde man etwa 
ttf, durch Ui . . ., t^n— 1 mittelst (a) ausgedrückt denken, so dass also 
Un als Funktion der übrigen Grössen erschiene (nebst x). Natürlich 
wären die r Bedingungsgleichen (b) des §. 11, I. ebenfalls umzu- 
schreiben, oder eben in ihnen Un als Funktion von t«|, . . ., M„_i an- 
zusehen, u'n würde als Funktion von Wi, . . ., w«— i, u\, . . ., w'«—! 
auftreten, tmd man hätte ebenso in O die Funktionen m„, u\ zu er- 
setzen. 

In (M) des §. 16, III. hätte man die Summe 

und es beständen zwischen den P die dortigen (M^* Dabei aber 
wäre nun zu beachten, dass in (pm ursprünglich auch tt/n enthalten 
ist, das durch den aus (a) folgenden Werth zu ersetzen ist. Daraus 
folgt, dass man in den (M^ an die Stelle von 

-5—7- ZU setzen h&ii-^-f + irr a~ri 

du' 

wo TT-T aus (ä) zu ziehen ist. Da diese Gleichung keinen DiflPeren- 

GUa 

tialqnotienten enthält, so wird man sie zuerst differenziren und finden: 

d(p 

dx dui ^ dun dus d^ 

dUn 

Demnach schreibt man in den (M') an die Stelle 
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^oB^^jetzt g^^ (ß) 

dUn 

Ferner ist zu ersetzen 



dO ^ , du's dUn du'n 8w, 

^—r durch 5- 

ous 8 g) 



8w, 



H 



oder kürzer 



80 ^ ^ 80 , 80 8m„ 
^— T durch ^-7- + ^-7- ^-^ 



also 

8«0 
8ti. 
_ 8^0 8«0 8t4 8^0 8w^ 820 8t*'„ 8ti', 



)»0 8 /80 80 8^^\ 8 /80 80 8^^A8u^, 



dtL-T—r, r, 7 keine u' enthalten. 



Da 



8y 8y 

8^^ dug du'n dut 

8t?J ~ "■ 8^' ^~ '^ 8y"* 

8i«n 8m„ 



82 

80 ist also ^ , ^ . durch 

OUadUf 



820 /8yY / 820 d<p 820 9y \8y 820ay8y 



( 



89X2 



(y) 



,8t«„/ 
zu ersetzen. 

Wir übergehen weitere Fälle dieser Art, und wollen das End- 

ergebniss nur auf §.12 und 13 anwenden. 

§. 17. 
Besonderer Fall des §. 12. 

I. Hier ist 
=/ + Ai (u\ — U2) + • • • + An-i (w'h_i — tt„), 
also r = n — 1. Dann ist (pm = u'm — ^#^4-1; also 
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Pm^s Null, ausser wenn s = m -|- 1, wo diese Grösse = — 1, 

In den Werthen a, d, c ist überall ^ blos durch / zu ersetzen ; 
eben so in (M). Die (M') beissen: 

Pi = 0, Pa = 0, . . ., P„-i = 0. 
Also ist blos 



h 

a 



^^^^^^ ('') 



Besonderer Fall des §. 13, I. 
n. Hier ist 

O =/ + Ai {u\ — Wi) + • • • + knr-.l (u'n-l — Un) 

+ ^n+1 (**n+l -^ **n+2) -|- • • • -f- ^n+m-l (^ n+m— 1 — ^n+m)» 

also r = w -|- wi — 2. Dann ist gj^ = u'rn — Wm+i» 
m = 1,2, . . ., n — 1, w + 1» • • •! w + w — 1. 

Demnach 
Pmi$ Null, ausser wenn s ^=s m -f- Ij wo diese Grösse = — 1, 

Also die (MO : 

Pi = 0, P3 = 0,..., P„-i=0,P„+i = 0,P„+2=0,...,P„4^-i=0. 
Somit 

d. b. in den dortigen Zeichen 

6 

a 

Hier sind P, Q ganz beliebige Grössen. Soll dieser Ausdruck 
immer von demselben Zeichen sein, so muss 

82/ 

und das Zeichen von ^ ..^ ist entscheidend. 

8y(»»)a 
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Besonderer Fall des §. 13, IL, wenn <p einen der höchsten 

Differentialquotientien enthält. 

III. Zunächst hat man dieselben Bedingungsgleichungen wie 
in IL, nur ist denselben die (b) a. a. 0. zuzuzählen. Daraus 

^ =/ + ^1 (u'i — w,,) H + A„-i (u\-,i — Un) + A„ g? 

io dass 

Pm,8 Null, ausser wenn s = w -|- 1, wo diese Grösse = — 1, 

(lm,s r» r» n ^ = *W, n n n T" If 

dabei aber w = 1, 2, . . ., n — 1, n + 1> • • •> w + w — 1, wäh- 
rend i)„,,, g„,, für s = 1, 2, . . ., w + w 

die Werthe: 

_8g? _d(p 

haben. 

Die (M') geben 

-Pi = 0, . . ., P«_i = 0, Pn+i = 0, . . ., Pw+m— 1 == ö; 

Somit wird (M): 

rr82^ 82^ 8*® 1 , 

d. h. wenn 

^=/-f 1/9 (§. 13, IL): 

/ 8y Y 82» 8y 8y 82» /8y y 

^P2da; (d) 




/8y Y 



wobei selbstverständlich vorausgesetzt ist, dass ff-^"^ in 9 vorkomme. 
Ist dies nicht der Fall, so ist P,, = und blos: 

h 



a 
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Dies Ergebniss darf nicht überraschen. Da nämlich 9 jetit an 
Differentialquotienten der u nur u'n enthält, so kann man diese 
Grösse aus / eliminiren und dann die Bedingungsgleichung (p = 
weglassen. Dadurch sind wir im Falle I., wo / an Differentialquo» 
tienten nur «'1, . . ., w^n^i, ti'n+i, • • •> 1* n+m enthält. Wenn dann 
auch nicht P» = 0, so fallt diese Grösse doch weg, weil 

r^ , ^ , Null ist fiir s = n, ^ = «. 
du'tOUt 

Demnach bleibt in (M) blos 

8«0 



du\+ 



P». 



m 



de 
Besonderer Fall des §. 13, II., da/ nur jer, -r— und (p keinen 

ax 

Differentialquotienten enthält. 

IV. Ist in §. 13, IL / blos eine Funktion von ar, y, r^, . . ., 

dx 

d^y de 

T-;;, Zf T~ ^md enthält die dortige (b) keinen DifiPerentialquotienten, 

Bo tritt nun. §. 16, VIII. ein, wo für n zu setzen ist n + 1, für r 
aber (IL) n — 1. Dann ist q)fn = u'm — Wm+ii »«=1,2,..., n— 1; 

Die Grösse (ß) a. a. 0.: 

d(pm 8y ___ 8ym 8y 

8 t*', 8jer 8tt'«+i 8 t«, 



89? 
Nun ist 

8ym ^ 8ym 

8t«'n+i~"' WT 

ist Null, ausser wenn s = m, wo diese Grösse = 1. 

Also hat man, da die Summirung in (M) von 1 bis n läuft: 

Pi = 0, P2 = 0, . . ., P„_i = 0; 

es bleibt also in (M) nur 8 = n, t =z n. 

Die (y) ist also 

aw'3„ \8iefy 8t«'n8w'«+i 8t<n d/B "*" 8ti\+i\8ttJ 



Cä?)" 
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Da 9? nur Ui, Wn+i enthält, so reduzirt sich diese Grösse im 
Allgemeinen auf 

ausser wenn w = 1, d. h. wenn/ nur Xj y, i/, ;?, e^ entliielt. Dann 
ist sie 

Demnach 

6 



^'^=fSLp'd'^'^^^^»>-^-> 




»8»/_ . _^ __ __ 



^\dej 878?8y8;g"'"8/' \8 y / 



(e) 



a 



/8qpy 

V8y; 



wenn n= 1. 

Diese Resultate ergeben sich übrigens auch aus (L). Da man 
JS durch X, y ausdrückt, so kommt in/ nur y^ hinein; ist demnach 
n ^ 1, so hat dies keinerlei Einfluss auf die Formel (a); daher un- 
ser erstes Ergebniss. 

Ist dagegen w = 1, so ist, wenn z =1 7\}(x^ y) also 

8a? oy 
f zu ersetzen durch 

8^ , 8?^\ 

' 8^ + ^ 8^> 
also ist 

8y'^^*^:8y' + 8/8y 

WO nun 

897 

8^ 8jef 8y 

8y 8^ 89 

8;? 



/ Ui Vy /, *i 
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Daraas ergibt sich das zweite Resultat. 

Nach diesen besonderen Untersuchungen wenden wir uns wie- 
der zur allgemeinen Theorie, die noch nicht zu Tölligem Abschluss 
gelangt ist (§. 16, IV.). 

§. 18. 
Fortsetzung der Untersuchungen der §§. 14 — la 

I. Das in §. 16, III. mitgetheilte Endergebniss ist allerdings 
völlig klar; weniger ist dies aber mit dem in §. 16, lY. angegebenen 
der Fall, da zwar wohl hinsichtlich der ö sich ein Urtheil fallen 
lässig hinsichtlich der w die Sache aber im Unklaren ist. Die Glei- 
chungen (h) in §. 15, VII. lassen sich wohl bilden, aber schwer in- 
tegriren, und doch ist dies nothwendig, wenn wir zu entscheidender 
Klarheit gelangen wollen. Wir werden uns also vorzugsweise mit 
(lieser Integration noch zn beschäftigen haben. Dabei kehren wir 
zu den ¥ormeln des §.11, IV., V. zurück, wobei wir auf §.11, VIII. 
aufmerksam machen, wonach die in §. 11, V. gemeinte Funktion V 
sich aas einem beliebigen Integralsystem herstellen lässt. 

Die Gleichung (b) des §. 1 5 f ür ^ = 0. 

U. Wir haben in §. 15 gesehen, dass es sich um die eben ge- 
nannte Grieichung handelt, wenn E = 0, Dieselbe ist dann 



s—n 



wenn F* die in §. 14, IV. angegebene Bedeutung hat, wobei zugleich 
y, durch die Gleichungen (h') a. a. 0. bestimmt ist. 

Cs ist aber 

o rt 

ferner 



du/ ouj ou; ous 



r 



also 'wenn man u^ v! durch x und die Konstanten Ä (§. 14, ü.) aus- 
gedrückt denkt: 

D i e o e r , Yariationsrechnung. 9 
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dh du/ ~ \dui du/) dh + * " + \dun du/) 'dh 

/d_ do\ av / d a^\ duri d^dx^ 

"^\8tt/ du/) dh "^ "^ \dun' du/) dh "*" du/ dh "^ '■' 

I 8ie/ ö^i , , dir 

Multiplizirt man diese Gleichung mit C(wo Ceine der in §. 14, IV. 
vorkommenden Konstanten ist); legt dann h die Werthe Äj,..., /<2„ 
und Cdie: C'i, ..., 02» hei; addirt hierauf und beachtet die (h) 
in §. 14, IV., so ergibt sich 

Hl — ^^yr J-.^\ 
dy\- ^X^dh^du/)' 

Da aber nach §. 11, V. 

dO dV 
du\ dUi ' 

welche Gleichung nur identisch stattfindet, wenn man die Wertbe 
der u einsetzt, wie dies oben verlangt ist, so hat man 






Hierbei ist F eine Funktion von ir, Wi , . . . , w„ (mit den \ in 
§.11, V.). Da die einzelnen Systeme der y in (a) sich nur durch 
die Werthe der Konstanten C unterscheiden, so ist es jetzt zweck- 
mässig, die Zeiger a, j9 an letztere anzuhängen, so dass etwa 

(|x = 1, 2, . .., 2n) 

BT _/y-i^ ^^A/NT-rf d dY\ 
^''" 8?r^ ~ V^ ^^''" S^y V -^, ^^^^ ^ duj 



_ V^ ^r»/r r ^^* d dv\ 



^«2n )'=s2n 



Der erste Werth heisst offenbar auch 

^«2n v»2n 5^ C^ O T7\ 

2 2 (^''.« c;«./j g^ gr; ä^j;) . 
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Der zweite: 

Fügt man diese Werthe je bei und nimmt dann die Hälfte der 
Samme, so ergibt sich 

^'•" Wr» ~ ^''"8?^ " ^^ ^ L '^" ^"•^ 8^ 8ä; 0^ 
, ^ ^ a«, 8 8F - -, 8«, 8 8F 
•^ ^"^ ^/'•''8ä; Wf,Z^.~ ^f'^ ^"'^ dJ^ dK 8^ 

8«. 8 8F-| 

Dadurch wird die (a) : 

_8«^J_87\ ^ _ 

Dies ist nun der neue Ausdruck der Gleichung (b) in §. 15 für E=0. 

Nähere Untersuchung dieser Gleichung. 

III. Wir haben in §. 15, IL gesehen, dass die w, wenn sie der 
dortigen Bedingung (c') unterworfen werden, mit dieser Gleichung 
eng zusammenhängen. 

Die Konstanten Ä, die in (a') dermaleo vorkommen, da wir die 
Auflösung des §. 11, V. voraussetzen, sind die dortigen 6, ß, die wir 
der Natur der Sache nach in die zwei Gruppen: fei, . . ., h„ Ufid 
ßii • • -1 ßn scheiden, so dass 

^/u = ^^ für ii^n; Ä^ = ßu-n für ft > w . . . . (a) 

£s ist aber 
cug ö oV dus d dV d /dttgdVK d /dus dV" 



_ 8 /dtts dV\ 8 / dus d V \ 

dhy \dhu, dug/ dhu \dhy 8w,/ 



chu dhy dua dhy dh^ dus dhy\dh^ dUg/ 8ä^ \dhydus 
somit 




\Sh^ dhy dh, dhy dh^ duj ~ dhy^ \8ä^ duj 



8 ^n/8w, dV 



. dh^^\dhy.duj ^'^^ 
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Weiter ist, da die u durch ihre Werthe ersetzt sind: 
dV ^^ dV diis 'ÖV dV xT» ^^ ^^^ i ^^ 




dhfi -^^ dus dhu dhi^ dhy -^^ dUg dhy dhy' 
wo die Bedeutung der Zeichen 

dV dv 

wohl sofort klar ist. Demnach ist ohige Grösse (^), wenn man be- 
achtet, dass das vor das deichen gesetzte DiflPerenzirungszeichen 
das einer vollständigen Differenzirung ist: 

d / dV __ ^\ d_ /dV _ dV \ _ d ^Y 

dhy \dh^ dhf,/ dh^ \dhy dhyj dh^ dhy 

d_dv^ ' .. ^ 

dhy dhf^ ^^ 

Dies ist in (a') einzusetzen, und es sollen fi, v von 1 bis 2« 
gehen. Nun ist wegen (a) h^ nicht in F erhalten, wenn fi>«,so 
dass also (ß') Null ist, wenn ft und v grösser als n (beide zugkuh). 

Wir wollen nun ein Glied des Ausdrucks (a') betrachten; 
^n n n n \\ ^ ^^ d dVl ,. 



Sei ffc < w, V ^ w. Dann ist 

dV dV dV dV 

d. h. wegen der (E) in §. 11, V.: 

dhf^ ""^'"'aÄ^ "" ^''^ dhu dhy dhy dhu ~~ dl)u dhy 
Sei ft ^ w, i' > w. Dann 



aF _ . All — o- — — 1, JZ. _ ^^f - 

dhu " '<"' a//^ ~" ' dhu dhy dhy öh^ "" dßy^^ 

Sei ft > «, r ^ n : 

?/i/^ ' dhy ''' dhu dhy dhy dh^ dßu-n 

Endlich sei f( '^ 71, v '^ n: 

dv^^Q iI=-o- — — ^lZ = o. 

dh^ ' öÄy ' dh^ dhy dhy dhu 

Trennen wir weiter die Konstanten Oi, . . ., Os« (die h\i -' ' 
Ä2« entsprechen) in zwei Gruppen: ^i, . . ., Am welche h, • • •> ^"' 
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und ^1, . . ., Bm, welche ßi, ...,/), entsprechen, so wird in dem 
Aüfidruck (y) nur zn gleicher Zeit fi < «, r ]>► », und 54 > n, 
V ^ n sein können. L&sst man also fi Ton 1 bis 2 n laufen, und 
zwar zuerst Ton 1 bis fi, bo ist nur v ^ »f, und für ein bestimmtes 
H jener Ausdruck 

der flur alle v Null ist, ausser wenn r — n = fi, r :=: n -}- ft. 
Demnach reduzirt die Summe (nach v) sich für ein bestimmtes ji auf 

Ist dann ft ^ n, also v ^ n, so ist eben so die Summe 

(nach fi) : 

{Ay^ßBy^r, — Ay^a^y.ß) (+ 1), V = 1, 2, • . ., 11. 

Daraus ergibt sich offenbar, dass die (a') heisst: 

2(^^.ß -B^,/» Ä^^ßBu.a) = (c) 

Dies ist nunmehr die Form der Gleichung (a), d. h. die erste 
Seite der Gleichung (b) des §. 1 5, I. ist die erste Seite dieser Glei- 
chung (c)j woraus allerdings klar hervorgeht, dass dieselbe eine 
Konstante ist. Die obige Gleichung stellt dann eine Beziehung 
zwischen den Ä^ B fest. 

Folgerungen aus den (c). 

IV. Da wir n Systeme der C betrachtet haben, so sind die 
Gleichangen (c) Gleichungen zwischen den Grössen 

^fi,u . . -. -B^,n und -4^,1, . . ., Afj^m wo /i = 1, 2, . , ., n. 

Die Anzahl der Gleichungen (c) ist übrigens, da für a = ß die 
(c) identisch ist und ein Vertauschen von a und ß dieselbe Glei- 

chong erzeugt: — - — r Diesen Gleichungen, welche eben so 

nele Beziehungen zwischen den B und A festsetzen , lässt sich ge- 
nügen durch 

^.".«= ^1,^ -^1,« + Ä2,^ -42,« + • • • + hn,fji -4„,„ 5= 1, 2, . . ., n . (d) 

'0 die h (die natürlich mit dem Früheren Nichts gemein hat)eu) der 
2ahl nach n^ sind, so viele als die (d) (/Lt, s jedes von 1 bis n). Da- 
dnrch wird nämlich: 
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und die (c): 

fisanp=n 

welche Gleichungen selbstverständlich keine Beziehungen zwischen 
den Ä festsetzen, also für alle möglichen A richtig, d. h. identisch 
erfüllt sein müssen (wodurch sich vielleicht nothwendige Beziehun- 
gen zwischen den h ergeben). 

Betrachten wir eine dieser Gleichungen (beliebiges a, ß), so 
wird, wenn v, fc gleich sind, das betreffende Glied wegfallen ; sind 
sie verschieden, so kommen immer zwei Glieder: 

^y,fi (Äu.aAy^ß — Ay^aAfji^ß) nnd Ä^,„ (Äy^a^fj^ß — A^^a Ay^ß) 
d. h. 

yfipyfji '^ii,v) \A^^aAy^ß Ay^aA^^ß) 

vor. Daraus folgt, weil die Gleichung identisch erfüllt sein muss: 

nin -\- \) 
Mit dieser Bedingung, welche die Zahl der hu,y auf — - — -- 

verringert, ist jede der (c) erfüllt. Die eben genannten h bleiben 
somit ganz willkürlich. Man hat hiernach: 

J?^,2 = Äi,^^i,2 +•••-!- hn^^An,2 



Bfj,n= hi^f^Ai^n + • • • + K,f^An,n 



. . . . (d) 



nebst der (e). — ^j — - — der Grössen h bleiben ganz wiUkürlicb, 

wie es übrigens deren nicht mehr sind. 
In den (h) des §. 14, IV. ist: 

A ^^' \ \ A '^'^» \ n A \ LI. J \^^' 

==^^'«ä^ + ••• + ^"^«aö: + ^''^''^''" +' *' + "'"'^'''"^^^^ 

I • • • 
= -4i,„ üg^i + uäg,« ^«,2 H h An,a ^a^n^ 
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wenn 

Die U sind, da s und ^ von 1 bis n gehen, der Zahl nach n^] aus- 

w r^ i 1 ) 
ser den willkürlichen — - — Grössen Ä,,/ kommen nur bekannte 

Grössen darin vor. 

Bestimmung der w. 
Y. Es ist (§. 15, IL): 

»..ly!,« 4- • • • + «0.,«^«,« = äTT^ 

Wegen (f): 

mal 

Demnach wird obige Gleichung: 

fx=n 

=2(A« cr„,i + • • • + -^«,« ^/i,«) ^*,^» 

d.h. 

A,« [^1,1 «^M + • • • + ^«,1«^.,« - ^ ä^^ 

- ^'^ dft" 01^ + • • • + ^^'"^ ä^;J 

, I ■ • • • 

" r , -rr d dV 

U d dV , , , d 8F\1 _ 
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Da die neben den Ä stehenden Factoren von a nicht abhängen; 
diese Gleichungen aber richtig sind^für a = 1, 2, ...,», so folgt 
sofort, dasB eben diese Factoren Null sein müssen. Demnach 

d dV ^ 



^ ^'^Uß, du, ^ ^ ''""äßn du/ 



4.Ä d dV 



d dv 



dhn dUs 



+ Ä»i,n 



d dv 



'Ußi du, 
welche Gleichungen allgemein durch 



• • • (g) 



dßn 9w/ 

d dV 



\ dßi öus 



dbt dus 
d dV 



) • . ■ ii'} 



dßn du 

ausgedrückt werden können, wo s, t von 1 bis n gehen. 

Die Gleichungen (g) liefern nun die w des §. 15 mit 

den — - — - — - willkürlichen Konstanten Ä,, ^ Dabei ist die Be- 

deutung des Zeichens 



d dV 
dhu dug 



oder 



d dV 



dßa dUg 
die, dass man F, wie diese Grösse in §. 11, V. gefunden wurde, 
nach Ug partiell diflferenzire , dann für u die gefundenen Wertlie 
(in a?, w, b, ß) einsetze und nun (vollständig) nach hu (oder ßu] 
differenzire. 

Wirkliche Herstellung der w. 

VI. Die zweite Seite in (g') heisst: 

d^V dUn 



a«F d^V dui 

dhfdug duidugdht 
82 7 dui 



+ 



+ hl ( 



+ 



hn (, 



duidug dßi 
' d^r 8m, 



gwi 8m, dßn 
8» 7 . 8»K 



+ 



+ 



+ 



dundus dh( 

d^V dun\ 
dundug dßiJ 



• • • 



. d^V dUn \ 
dUndUg dßn) 



dhfdug dui 



\ — 5 — 5— Üi t + • • • + ^-- 
dui dus ' du 



d^r 



dUg 



U„,i. 



§. 18. Fortsetzung der Untersuchungen der §§. 14 bis 16. 137 
so dass 

\ OUnOUs/ \ ÖUnOUs/ COtOUs 

Aus den n letzten Gleichungen (E) in §. 11, V., die identisch 
werden, wenn man die u einsetzt, folgt: 



g27 ^2y 'du, 

+ ■--,. o.. "^T — r 



cbi82>, cl)idui dh^ 



+ Ol. o. ~ Ti — r 



82F 8t*„ ^^ 



8&„8d, ' dhndui dbg 

woraus die Grössen 

8wi 



82> ' 



. • • 



-r 


86i 


8«« 


ab. 


+ 


?■ 


-T 


dUn 


8ö« 


ÖM„ 


db. 


ÖM„ 









= 0, 



» '2 



folgen. Setzt man 



8'^F 



dl), 
82 F 



8bi 8mi ' ' ' *' 85] dUn 



dW dW 



femer 



dhndUi ' ' ' ■• dhadun 



Tl^^y den Koeffizienten von 



= n . , 



* • • • 



(H) 



82 F 



so ist 

86,— '-'"öbiab. 



85a 8W;/ 

82F 



in /7, 



7T< 



n, m 



'"• dbn db, 



(0 



Aus denselben Gleichungen (E) hätte man aber wieder obige 
Gleichungen erhalten, wenn man nach ßs dififerenzirt hätte, mit dem 
^unterschiede , dass die ersten Glieder Null wären, ausser in der 
s-ten Gleichung, wo es — 1 wäre. Demnach 



n^ — n 

8/3, -^ *'"* 



wenn 



Setzt man dies in (f): 

n Um,» = -^l,m^l,« +•••+- n^^^Xn^i 

82F 



(i') 



(k) 



Dadurch wird nun (g"): 



85,85, 
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(^'•^ - äffe) ('^^•^"^•' + • . • + n„,, r„,,) 



= 27 ^'^ 



wdche Gleichung man auch schreiben kann: 

ra,{iTM (ic.,, - g^3 + •• ■ + i7,„ («-.,„ - ^£^)] 

Daneben ist identisch 

V ' 8UrÖtt,/ 

^2 7 r/ 8^ F \ ^ , ,/ _l!l_\rT 1 

8fen8WrL\ 8wi8w,/ ' \ OUnOnJ 'J 

wie eine bekannte Grundeigenschaft der Determinanten sofort ergibt. 
Setzt man 

/ 8^7 \ / 82 F \ 

so heissen obige Gleichungen, in denen ^ = 1 , 2, . . ., w gesetzt 

wird: 

8^7 

^ ^r-^7 — ^1,1 ^1 — Vi iv„ — 0, 

CO] cu^ 

8*2 F 



I 



/ _^^\, 82F„ , , 



82 F 

iV. = 0. 



8b„8w, 



Eliminirt man hieraus JZ, ^,, . . ., JV«, so ergibt sich, wenn , 
man zugleich die Werthe von r einsetzt: 
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d^V 


durdus 




• 
• 



— V)r,s, 



öbi dUr ' 






Chn^^' 



dbi dJ)2 
8 &i ö b« 



7 ^'^ 1 



^2,1» • • «1 



8bn85i 

dh„db.2 



— Ä 



n,2 



82 F 



= 0.(N) 



I 



eine GleichuDg, die nun end giltig tv^^s liefert. Ganz offenbar folgt 
daraas 

In Bezug auf die Bedeutung der Zeichen ist zu bemerken, 
dass 

a^F 

8 &,u 8 by 
eben den partiellen (zweiten) Differentialquotienten nach bu , by be- 
deutet, wie diese Grössen entwickelt in F vorkommen, und dass 
Dach der Differenzirung die u zu ersetzen sind. 

dbji^duy 

meint, man solle eben so F partiell nach bu, Uy differenziren und 

82 F 



8w^8t*v' 
man solle partiell nach Uu, Uy differenziren, wie je diese Grössen 
entwickelt in F vorkommen. Dann sollen jeweils, nach der Dif- 
ferenzirung, die u ersetzt werden. 

VIL Entwickelt man tOr^a aus (N), so hat diese Grösse den 
Nenner 



"Pl,!! ^2,1 V • •» ^«,1 
1^1, 2> ^2,2» • • M ^«,2 



• •> ^«, n 



, wo Tr^s 



"r,* 



82 F 
8 5.. 8 5. 



. . . . (p) 



Darin ist hn.v ganz willkürlich, nur immer Ä^,^ == ^y,u' 

Heisst dieser Nenner P, der aus den (f) und (g) in §. 15 sich erge- 
bende Nenner für die (5: Q, bo ist P Q der eigentliche Nenner der in ^ 
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(§. 16, II.) eintretenden (5, Dieser nun darf innerhalb der Inte- 
grationsgrenzen nicht Null sein (§. 16, IV.) und es müssen also die 

n(n + 1) . . ' 

— - — - — willkürlichen Konstanten hr,s sich so bestimmen lassen 

können, dass dies nicht eintritt. 

Endgiltige Zusammenstellung. 

Vni. Fassen wir nunmehr die ganze seithenge, der Natur der 
Sache nach weitläufige Entwicklung in ihren Endergebnissen zu- 
sammen, so können wir die nachstehenden Vorschriften geben: 

Um zu entscheiden, ob die nach §.11 (als dem allgemeinsten 
Falle) ermittelten Werthe von Wi, . . ., Wn niit 2n willkürlichen 
Konstanten in der dortigen Grösse (a), oder auch in (§. 14, L): 

b 



f 



Odx, O = F + liffi +'-'-]- kr (fr 

ein Maximum oder Minimum hervorbringen, bilde man 

1. die Grösse (M) in §. 16, III., worin die P durch die dortigen 
(M') zusammenhängen, und setze (nachdem 0, 9?i, . . ., g?,. differen- 
zirt sind) nöthigenfalls die Werthe der u ein. Dann muss die 
Grösse unter dem Integralzeichen innerhalb der Integration sgrenzen 
beständig dasselbe Zeichen, wenn die nicht durch (M') bestimmten 
P ganz beliebige Werthe haben. Für ein Minimum muss dieses 
Zeichen das positive, für ein Maximum das negative sein. 

2. Aus den Gleichungen (f), (g) in §. 15, V., VI. den ge- 
meinschaftlichen Nenner der Werthe Ö\ derselbe heisse N (Erklä- 
rung der Zeichen in §. 14, IL). 

3. Die Determinante (P) in §. 18, VII., wo die Bedeutung 
der vorkommenden Zeichen aus §. 11, V. zu entnehmen ist; diese 

Determinante heisse M. Sie enthält \ willkürliche Gros- 

1 « « 

Ben hr^si bei welchen 

4. Endlich untersuche man, ob nicht jV Null wird innerhalb 
der Integrationsgrenzen; sodann ob sich die willkürlichen Konstan- 
ten hr^g so bestimmen lassen, dass nicht Jlf Null wird innerhalb der- 
selben Grenzen. Ist beides der Fall, so entscheidet das in Nr. 1 
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Gesagte endgiltig über das Maximum oder Minimum. Ist aber 
nicht beides der Fall, so ist die Frage- nicht entschieden. 

Damit ist die Aufgabe gelöst, die wir uns gestellt haben. Wir 
bemerken nur noch, dass wir voraussetzen, es erscheinen 2« will- 
kürliche Konstanten (§. 16, VI.). Für einen besonderen Fall ande- 
rer Art gelten unsere Formeln nicht (§. 16, VII.; §. 17, IV.). 

Allgemeinster Fall. 



I 



IX. Liegt die Aufgabe vor 

i 

zu einem M. M. zu machen, wenn dabei die Bedingungen (b) in 
§. 11, I. bestehen, so verfährt man nach §. 10, III., wenn dort O 
an die Stelle von / tritt. 

Hinsichtlich der Entscheidung, ob M.M., wird man ganz nach 

den Grundsätzen des §. 6, IV. verfahren. Zuerst wird nach VIII. 

entschieden, wobei Xi , a?2 als fest (wenn auch unbestimmt) angesehen 

sind, und die Konstanten der Integration noch unbestimmt, aber 

fest, bleiben. 

Diese Konstanten (nebst flJi, X2) werden dann so zu bestimmen 
sein, dass 

Xi 

0dx, 
■n 
unter Berücksichtigung der Grenzgleichungen, zu denen die (b) des 
§. 11, I. nicht gehören, ein M. M. wird (nachdem man die u ein- 
gesetzt*). Die Entscheidung darüber erfolgt in einer aus den Ele- 
menten her bekannten Weise. 






*) Hier ist zu beachten, dass wenn allgemein c eine der eingetretenen 
Konstanten ist, dieselbe nicht nnr in den u, u', sondern auch den ^ vor- 
kommt. Deshalb ist (§. 10, III.) 

X2 Xn 



d 

de 

XI 






Xi Xi 

wo aber — r— = 9)«, und da (ps identisch Null ist, so bleibt blos 

öAg 
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Damit ist nun die Theorie abgeschlossen,« und wir haben nur 
noch an Beispielen zu zeigen, wie sie benutzt wird. 



X% X2 



Tcf* <jx =/2i © ^ir) ^'' 



Xi Xi 

wie in §• 10, III., also 

d_ 

de 

X\ X^^Xi 

wo '/' = F -j- Aj 9?! -f- • • • -f- Xng>tf 






Fünfter Abschnitt. 
Beispiele zu den zwei vorhergehenden Abschnitten. 

§. 19. 

1. Kleinste Fläche zwischen Kurve, Evolute und Krüm- 
mungshalbmesser. 

r. Man soll die ebene Kurve Buchen, welche zwischen zwei festen 
Punkten sich erstreckt und zwischen sich, den Krümmungshalb- 
messern an ihren Endpunkten und ihrer Evolute die kleinste Fläche 
einschliesst. 

Ist Q der Krümmungshalbmesser, s der Kurvenbogen, so ist 
der Inhalt der Fläche: 



ijQds 







dx. 



u 



Dabei ist vorausgesetzt, dass mit wachsendem Kurvenbogen 
auch der Winkel beständig wächst, den der Krümmungshalbmesser 
mit dem ersten Krümmungshalbmesser (x = a) macht; dass s und 

X zugleich wachsen und dass -j-^ in der ganzen Ausdehnung positiv 

Ol X 

sei (oder wenigstens dasselbe Zeichen behalte). Dabei sind die 
Grenzwerthe von x und y fest. 
Nach §. 12, I. ist 

dy dx ay "^ dx^ dy" — ^' ^— y" 
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Also (§. 12, IV.) 

4^ (1 + /') y" + y"»^ ^^ y = ciy"»; 

i^d +y'0'+y"^yi -^(1 +y»)»-^ (1+/^)']=«. A 

Setzt man ^ = w: 

y = Jydx + c,=Ju-du + c,=J ^«^^^,^, d« + c.. 

Setzt man w == Cö^^ g ßJ : 
/ a^ 4- ^2)^"^ ^^' ~ "" V (2^1 ^^^^»««»^Ig' + C2Sm4o)dö 

= I Ci cos CO — T (^ — sin cj), 

= -|- — COS CO — -^ (o + sm cj). 
Demnach 

aJ = I Ci cos GJ — ^^2(0^ — S«** ß') + ^31 

1/ = — I Ci (a> + siw o) + J C2 cos CO + C4, 
aus welchen Gleichungen oo zu eliminiren wäre, damit man die 
Gleichung zwischen x und y erhielte. 

IL Hinsichtlich der Entscheidung, ob M. M., hat man (§. 18, 
VII; §. 17, I.) 

82/ _ 2 (1 + ^^y 
ay'2 - f6 

welche Grösse, da wir t/" > voraussetzen, entschieden positiv ist 



. . . . (a) 
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(Hätten wir übrigens !/" <Z 0, so wäre — / statt / in Rechnung 
zu stellen, und man fände dasselbe wie so eben.) Dies deutet auf 
ein Minimum. 

Hinsichtlich der Bestimmung von F (§. 11, V.) ist 

if = w„ / = w,; 0= ^, '' + l(ui' — W2), ^, = A, 

ü^- iiT^— ' ^-^^' <^ ^«' "^ -^^' 

— «1 w/ — Z2 U2 = ^^ — , + ^ (^i' — ^) — ^ ^1 
, (1 4- w|)« 2 (1 + M«)" , , , . 

= — ^^ 5 — jgiu.2 = ^ (wenn W2' ersetzt gedacht ist). 

Also ist die (D) in §. 1 1 , V : 

Da X und i*i auf der zweiten Seite nicht vorkommen , so hat 

man 

£f = Z>i a? -f &2 1*1 -{- ^, 

wo tjf nur 1*2 enthält. Daraus 

8£__ dl 8jg _ 8» ^ 

80? ^' 8wi ' 81*2 81*2 ' 
also 

b: = -hu,+ 2(1 +u!)Y-^, 8^ = - 4(1 +u|)» ' 

Demnach 

Hieraus muss gezogen werden 
d.b. 

Dies sind aber unsere obigen Gleichungen, wenn 

Dienger, Variationsrechnnng. 10 , 
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Ferner ist in §. 15, V., VI. (w = 2, r = 1): 

<Jl,lCi,i + Ö2,lC2,l + ^1,1-^1,1 = ^1.1 ■" ^^'1' 

Öl,2Cl,l + <^2.2C2,l + 31,1-^2.1 = «^1,2 — h,U 

<JmCi,2 + 02,1^2,2 + 3l,2iifl,l = ««'2,1 — ^1,2, 

01,2^1,2 + Ö2,2C2,2 + äl,2-M2,l = ^2,2 — ^2,2, 

gi,i<Ji,i + gi,2<J2,i = — -Pi.i» 



WO 



4 (1 + %') «*2 



/2 



fei 1 = 0, 1)1,2 = 0, l>2,i " 0, l>a,2 — ^ 

Ci,i = 0, Ci,2 = ^2,1 = 0, C2,2 — ^^f, 

gi,l = 1, 3l,2 = 0, Pl,l = 0, 

80 dass 

Ml^l = Wl,l» -21^2,1 = «^1,2/ ^2,2 <^2,1 = W?2,l» 
C2,2 ^2,2 = ^2,2 — ^2,2? <^1,1 = ^• 

2 (1 + t/'2)2 



Der Nenner für die <J ist hiernach 62,2 = 



y 



"d 



-, welche 



Grösse wir bereits oben betrachteten. Dieselbe darf selbstver- 
ständlich nicht Null werden innerhalb der Integrationsgrenzen (eben 
so wenig wie unendlich). 

Die Determinante (P) in §. 18, VII. ist (n = 2) 

^1,1» ^2,1 



T^l,2? "^2,2 



wo nun 



= riji 1^2,2 — ''^2,1 ''^1,2 



dU'2 



ri,l = «-852-« + V (14- ^2)2» 

r,2 = r2,x = /J - gf^ = ^ + ifirf^ ^^^' 

^ _ y _ ^ = y + 1 fjßp±^^^ a, ^, y Konstanten. 

T2,2 — y '^^ — 7 -t- 27 (1 ^ ^2)2' f'» ^ 

Führt man «2 = cotg | (0 ein : 
/ 2 ^^ = i (sm CD — o), / 



/ 



(l + %)' 



(1 + o^ 



= — \^\n'^\^y 



^ ff 

I 



Evolute und Krümmungshalbmesser. 147 

^1.1 1^2,2 — ri, 2^2,1 = [« + \{sin(0 — ©)] [y — \isin(a + o)] 

— (/3 — \sin^\(Qy = ay — ß^ ^ fL+J^ ^ __ fLZL^ s^no 

8 o 

+ \ßsin^(o + i(cD2 _ 4sm2icD), 

wo nun Kf ß , y immer so bestimmt werden können, dass diese 
Grösse nicht Null ist innerhalb beliebiger Grenzen. 

m. Wir nahmen y an den beiden Grenzen fest an (d. h. t^), 
nicht aber y' (<^). Demnach müssen die vier Eonstanten Ci, c^ O3, 
C4 noch BO bestimmt werden, dass 

Odx = Min.^ y gegeben an den Grenzen; 

a 

Geissen wir also y^ als Funktionen der Oi , . . . , C4 an den beiden 
Grenzen 17, S; so ^st 
h 

I 0dx -{- kl {rj — a) + Äi (f — ß) zu differenziren, 

a 

WO a, ß unveränderliche Zahlen sind. Da 

dO_. dO _ (1 + u^y 

dui'~ ' dti./~ «*2'2 • 

8oi8t(§. 11, III; §. 18, IX): 

Ta>a 

WO c durch Ci, C3, C3, C4 zu ersetzen ist. Da 

de ~ /J'dc ' dc~ ^dc ' 
so heißst diese Gleichung auch 

Zj ;^7i— -g7 + (*« + *»)ä^ + (*i - ^'f ac — "• 

WO Aa, Aft die Werthe von A für x == a, x = h sind. Dabei ist 

= I eine Funktion von a?, 



(1 + «D» (1 + y'«)» 



BO dass 



«' (ir).+ «. (I?X+ * + « M + * - «l?'«^ 



10' 
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mit welchen vier Gleichungen dann noch rj = a, ^ = ß zvl verbin- 
den sind. Aus den eben genannten Gleichungen, in denen £&, |a 
^2 4" ^bf ^1 — ^a dieselben Werthe beibehalten, folgen sofort 

Ift = 0, la = 0, h + h=^0, hl -- Xa = 0, 

von welchen zwei Gleichungen die letzten für uns ohne Bedeutung 
sind; die zwei ersten aber heissen 

^ = an beiden Grenzen. 

y 

Da wir nun ofiPenbar nicht Ci = Cg = setzen können, so mus» 
y" unendlich sein an den Grenzen, d. h, da y' = cotg \ cd : 

1 dcj 



2sin^l(o dx 



00 an beiden Grenzen. 



Dies fordert, dass 8%n^\Gi = 0, also o = und 2n sei; demnach 
geht in (a) co von bis 2 7C. Setzt man nun noch a = 0, (be- 
kannt, y = afüra; = 0, y = /3füra; = l>: 

ß = — \Ci7C + \c.i -f C4, 

woraus C\, Cg, C3, O4 folgen. Lässt man (was ojQPenbar gestattet ist) 
die Abszissenaxe durch die festen Punkte gehen, so ist a = jJ = 0, 
also 

= iCi + c.„ = JC2 + C4, h = \ci — \Ci% + ^3, 

= — JciÄ + Jci + C4; 
woraus 

c, =0, Ca = 0, C2 = --, C4 = — JC2 = r-; 

also 

rr = — (o — siw oj), jf = — (1 — cos 0) . • (») 

eine Zykloide in der gewöhnlichen Lage. 



2. Kürzeste Linie im Baume. 
IV. Hier ist (bei festen Grenzen): 



a 

WO nun die Formeln des §. 13, L anzuwenden sind. "Wir wollen 
aber nach der allgemeinen Theorie des §.10 verfahren, wo 
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+ {^y= Vi + V^ + i*/^; / (Q) = W- 



Also (§. 10, II.) 

d. h. die Kurve ist eine Gerade. 
:Nacli §.11, IV. wäre 



^V Vi + v^ + t*/2 

2"-/ Vi + Uv'^ + %'^' Vi + w/2 + te/2 



= ^1, 



^ =^2; ^ — ;8rrV — -er2 Wo' = Vi +«/■-' + U2'^ 



Vi + Ui'« + Wa'^ 

tt,'2 + W./3 1 



Vi -f tt/2 _|. W2'2 Vi +w/=* + te/^ 



= Vl-;^!* — ^1 = ??•; 



Setzt man 

80 ist 
= 1/1 — Z^i' — b./; F= 61 Wi + &2W2 +^Vl — ?>;' —PI, 



c 
woraus 



"^ - (1 _ ^2 _ ^2)v. - ^^' ^^ - (1 - h\ - b2)V« - P'^ 
wie oben. 

V. In §. ; 6, III. ist 

d'^o 1 + W2'2 a^a> 1 + wi'^ 



Öu/2 ~ (1 4- Z*i'2 _|. ^'2)%» a^2'2 — (1 4- tt/2 -f |^2'2)y2 

82 w/wa' 



iSZ.» 



8w/8t«2' ~ (I + m/2 + «2'*)''^ 
und (§. 17, n.) 

82 0) W/2W2'2 — (l 4- W,'2) (1 + 7^/2) 



/ 8»0 y __ 8ga> 

\a«,'8u27 8V^ 



8W2'* 1 + w/3 + W2'2 

welche Grösse negativ ist. Dann ibt 
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- — jz, oder -T — tt: immer positiv, - 

so dass ein Minimum zu erwarten ist. 
Die (f) in §. 15 sind 

1>1,1 4" ^1,1^1,1 + <J2,lC2,l = Wl,l, h,l + <yi,2Cl,l + <J2,2C2,1 =Wl,3, 
, 61,2+^1,1^1,2 + <J2,lC2,2 = «^2,1 1 62,2 + ^1,2^1,2 + 02,2^2,2 =«»2,2, 

WO nun (§. 14, IL) 

h,i = 0, l>i,2 = 0, 62,1 = 0, 62,2 = 0; 

SO dass die hier auftretende Bedingung, es dürfe der Nenner der 6 
nicht Null sein, bereits erfüllt ist. 

Die Determinante (P) in §. 16, VI. ist 

/ ^o (i. 8^F \ /, 8« 7 \ 

rMr2,2 - (ri.2)- = |^Äi,i - -^^^J (^^2,2 - g^^j 



/, 8«F V 

~ V^»^ "" 851^; ' 



und es ist aus dem Werthe von F sofort klar, dass man die Ä immer 
so bestimmen kann, dass diese Grrösse nicht Null ist. 

VI. Besondere Fälle der kürzesten Linie. 

1. Sind die Endpunkte fest, so ist die Aufgabe erledigt und 
man hat ein Minimum. 

2. Seien nur die Grrenzwerthe von x gegeben, also die kürzeste 
Kurve zu suchen zwischen zwei Ebenen, die senkrecht auf der 
ic-Axe stehen. 

Jetzt Äud die vier Konstanten Oi , C2 , C3 , G\ so zu bestim- 
men, dass 

h 

JO dX, O = Vi +- Wi'2 + u/'i 
a 

ein Minimum wird. Daraus (§. 10, III.): ' 

^ry/8a> 8^i 8^ 8_m2\ _ 

^\eV 8C ^ du2' dc)~ ' 
oder da 
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8^ C, d^ Cs 



dui' Vi 4. 0^ + Cf ö%' Vi + C'/ + Cf 

es muss ((7 = Ci, C^, C3, C4) 

G^ (ö— a) = 0, Ol = 0, C, (d — a) = 0, C3 = 0; Ci = Os = 0. 

Die KonRtanten Co, Ct bleiben ganz willkürlich, und die Glei- 
cliungen der Kurve isind: 

y = C^y z = Cj, 

wie natürlich jede mit der aj-Axe parallele Gerade. 

3. Sei ein fester Punkt {x = a) und eine Grenzkurve 

^> (a?, 2^, ^) = 0, T^ (j-, «/, ^) = 

gegeben. Jetzt sind x^ und die vier Konstanten so zu bestimmen, 
dass man 

y (P(la: + Äi 9 (^2, ^, £) + ^2 * (5:2, ^, £) + A;3 (Ci a + Ca — «) 

+ Ä4(C3flr^ + O4-/3) 
uacli den fünf Grössen differenzirt, wobei 

»(= C, a:s + C,, g = C^o;, + C^; = Vi + C? + 0|*). 
Daraus 



+ |fci) = o, 



■Ol 
+ Äi ^ — 0^1 + Ä2 ^ — ^2 4- Äj a = ü, 



Vl+ C,^+ C| ^^ ^^ 

Vi^ (724. (i| 8S ^ ' ag 



*) Natarlich konnte man mittelst der Bedingungsgleichungen 

etwa 62, C^ ausdrucken und in die Grenzgleichungen einsetzen, worauf dann 
nur noch x^^ C^, 63 zu suchen wären. Derartige Bemerkungen lassen sich 
bei jedem einzelnen Falle machen, sind aber so elementarer Natur, dass wir 
in der Regel davon absehen. 



1 
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Also 

VT+c[+ci Vi + ci+ci ■ 

welche Grleichungen A^s, k^ hestimmen, so dass 



dn dri Vi 4- c^ 4. cf 



kl -^-r- + kQ -TTzr = — 



8e • 8? YrT~cfT~cf 

nehst der ersten Gleichung, aus welcher fofgt 

'' - 0, 






dx2 dx2 yi -i_ (72 + 0| 

Die Elimination von A^i, Ä;2 liefert: 

welche Gleichung aussagt, dass die Gerade auf der Grenzkurve 
senkrecht steht. 

Das8elt)e ergibt sich für zwei Grenzkurven. 



3. Kurve, deren Sohwerpunkt am tie&ten liegt. 

VII. Unter allen durch zwei feste Punkte im Räume gehenden 
gleich langen Kurven diejenige zu suchen, deren Schwerpunkt am 
tiefsten liegt. 

Ist L die Kurvenlänge, die o;^- Ebene horizontal, so ist die Or- 
dinate des Schwerpunktes 

b 



r/'V' + (g)+©'- 



L 

a 



»a.=/\/:+(gY+(iy... 



d.h. 
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Also(§. 10, iV.; §. 13, L): 

dy dy dy' ~ dz dx dz' " ' 
= eV\ +■ 3/« + i^^'+ CVl + /' + J5'2; 



Aber 



1^-W^ ^^ ^ d7'' 



"" %z — dx ^ dy' ^ 8^'. 

^ 5^ 87 ~ 7^ +^ 87 "*" 8i?' ~" ' 
dl / , dO\ dO „ 

/^-7 — ^ + ^12/ = ^2-, 

d.h. 

(,+ o)/2 _ c)Vi +y^ + /^ + ^iy = c,; 

Vi + y'--« + /2 

Vi + /« + /* 

Folglich 

worauB 

Dies ist aber die Gleichung einer vertikalen Ebene, in der mit- 
hin die Kurve liegt, so dass wir die Aufgabe des §. 9, IV. vor uns 
haben. 

4. Kurve von gegebener Länge auf einer krummen Fläche, 
/ deren Schwerpunkt am tiefsten liegt« 

VIII. Auf einer krummen Oberfläche , deren Gleichung t; = 
sei, wo V eine gegebene Funktion von x.y^z ist, wird ein Faden 
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von gegebener Länge L gespannt. Man soll seine Lage bestimmen, 
wenn der Schwerpunkt des Fadens (Kurve) am tiefsten liegt. 

Die Axe der e sei vertikal im Sinne der Schwere gerichtet. 
Dann ist die Ordinate des Schwerpunktes 

-^y ^Vl +y^ + -^"^ dx, während L = jVl+ y'^ + /^ dx. 

Demnach hat man (§. 13, II.) 

= z Vi + y'2 ^ ^2 4. a Vi + y'-' + z'' 4- >lv; 

und 

00) ä ^^ ^ ^<^ d dO ^ 

oy dx cy oz dx oz 

^dv d (z + a) y' _ ^ 

dy dx yi ^ y'2 _j_ g'2 

V i I r I :" M ^^ ^ (^ + g) / ^ . 

oder auch (§. 13, Y.) 

V i I r I r" ^^ dt; d (^ + g) / 
•^ ^'^ ^ 83/ 8j/ da; Vi + y'-2 -i_ /2 

ö£r rfa; Vi + t/^ + z'^ 

woraus y, z mit zwei willkürlichen Konstanten. 

Hinsichtlich der Entscheidung, ob M. M. tritt jetzt der Fall 
des §. 17, rV. ein, wo 

f=z Vr+^" + ^' + a Vi + 3/'* + ^'% <3P = v\ 
dV _ (^ + g) (1 + ^'') W (^ + «)'(! + ^') 

8V ^ (^ + g) y^^ 
ay 8j5' "~ (1 4- y'^ + ;^'2)% » 

so dass das Zeichen von 
entscheidet. Diese Grösse ist aber 

<'+"'[©•+©■+ (4: +»'E)T 

also von demselben Zeichen wie z -{■ a (vergl. §. 9, IV.)« 
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IX. Seien zwei Grenzkurven (auf der Oberfläche) gegeben, de- 
ren Gleichungen seien an der 

unteren Grenze (x = Xi) : (p == 0, v = 0-, 
oberen Grenze (x = x^) : tif = 0, v = 0*), 
Da aber «;= an beiden Grenzen identisch erfüllt ist, so gilt 
diese Gleichung nicht als eigentliche Bedingungsgleichung. Man 
hat also (§. 10, III.; Note zu §. 18, IX.): 

/Ji\V de "*" gy dcj "*" ' \drji de "*" d^i de) 



X=mZl 



^"'W de + dt, dc)-^' 

wo fii , 1J-J die Werthe von y; §i , %i von z an den beiden Grenzen 
sind und c ^ Ci, C2 ist. Daneben noch 

"^ ^ \dxi "•■ 8122 dx., '^ dii dxi) ~ • 

ZJ \doci ÖTii dxi d^i dxi/ 

Aus diesen vier Gleichungen, nebst g) = 0, ^ = 0, folgen Ci, 
C2, iTi, a;^) A^i, k^. Dazu ist dann noch ganz allgemein 

So erhält man nun für die obere Grenze: 

\öa; 8y ^ 8;8r / dx dp dis 

für die untere Grenze: 



Da überdies 



Zdy_d% r/dy _ 8% 
8c ~ ac ' Zjdc~ de' "•«•^•' 



*") Dass hier die Bedingangsgleichnng v = zugleich als Grenzgleichung 
ao/tritt, entspricht der Bemerkung am Schlüsse von §. 11, III. Jede Kurve, 
die als Grenzkurve gelten soll, muss nothwendig v = zu einer ihrer Glei- 
changen haben, da sonst ja» weil diese Gleichung jedenfalls gilt, noch zwei 
weitere Gleichungen an der Grenze gegeben , die drei Koordinaten also 
fest wären. 
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so liefern die ersten zwei Gleichungen: 

W^y /2 öi^aJ öc Wdz Ji diii de 



WO nun 



de 0gi "*" de drii ~ ' de öi^ "^ de dri2 ~ 

Zieht man hieraus -r^ — • -i^ — , um sie oben einzusetzen, und lasst 

de de 

dann c = Ci, c^ sein, so erhält man sofort die Grleichungen : 

In Verbindung mit den früheren Gleichungen ergibt sich dm; 
/ dO dv __^d^dv\ /8^ djj_ , , ^^ A 
\8t/ 8^ 8/ 82// \8a? +■ 8t/ ^ "^ 8^ ^ y 

— u> l -;r— ^- — :^-- ;r- ) = au der oberen Grenze und 

\dy dz dz dyj 

(dO 8i; _ 8^ 8«;\ /85p , 89 , 85p A 
\dif dz dz' dy) \dx'^ dy'^ "^ dz ^ ) 

^fdfpdv d^>dv\ ^ j . r, 

— O ( TT^ -r -—- T— 1 = an der unteren Grenze. 

\8^ dz dz cyj 

Dabei ist (da v kein y\ z^ enthält) 

80 (s + a)xf 80 {z + a)z' 



dy' yi^3/2^_/2' 8/ Vi + 3,'2 + /2 ' 

O = (^ -(. a) Vi + y'2 + i^'^ 
80 dass an der oberen Grenze: 

Diese Gleichung ist 



^ \8^8^""8l^8-ey"^^ VSa? 82/ 8y ^^Z \Öy »^ dzdy) 
. .8^ /8t; , ,8t; , ,8i;\ , ,8?f^/ 8t; ,dv M\_r. 

+^87fc+^8^+^8:;)+^8^V-0^-^8];--^8:;;^ 
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oder wegen der Bedeutung von v: 

dtl^dv dtlfdv j/dilfdv dilfdv\ 
dz dy dy dz \dx dz dz tx) 

4_ ' (^ ^ ^ ?ü\ 

\8^ dx dx dy) 

Diese Gleichung sagt aus, dass die gesuchte Kurve auf der be- 
treffenden Grenzkurve senkrecht steht. Dasselbe gilt offenbar eben 
80 für die andere Grenzkurve. Man wird bemerken, dass ein grosser 
Theil der hier geführten Rechnung ganz allgemeiner Naiur ist, also 
in ähnlichen Fällen das Ergebniss sofort wird benutzen können. 

5. Kürzeste Kurve , wenn die Normalebenen durch den 

Eoordinatenanfang gehen. 

X. ES| soll eine Kurve (im Räume) gesucht werden, deren Länge 
ein Minimum ist, während alle ihre Normalebenen durch den Koor- 
dinatenanfang gehen. 

Die Gleichung einer Normalebene ist 

X-x -\-y' {Y—y) ■\- ^ {Z — e) = 0, 
wenn X, F, Z die laufenden Koordinaten sind. Also muss 

Vi + y'^-+ z'^ dx ein Minimum, und x + yyf -f ^er^ = 

Bein. 

Hiernach ist (§. 13, II.) 

a> = Vi + 3^2 ^ /« + A (o; -\-yy' + ^/); n 

dO l^_o ^ ^ 8a> _ 

dy dxdyf ' dz dxdz' ' 

U - j- U '' + kz\ = 0, 
dk yd yf 

dx dx yi -f- y'3 ^ y-i ' 



xt 



oder 
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Durch Elimination von -; — : 

dx 

d \J de 

^TT w. = y 



dxyxj^^ij^s^i ^ dx vTTTvM^' 

d ys* — zy' 



dx Yl~+~y'^-\- ^'2 
ye^ — ey 



0; 



Vi + 2/^ + e^ 

woraus 

y V» — 2 y^yy + «'y'» = c» (1 + y» + O. 

y»(y'* + /») + «^'^ + «'») = a;« + c,« (1 + /» 4- ;s'ä), 
(»« + «») (y* + «") = x^ + cl (1 + y'!" + t^% 
(«* + y» + «») Ö/'^ + «'^) = a;Ul + y'» + «'*) + c« (1 + y» +/«), 
(a;» + y» + «•«) (1 + y'« + /«)=(a;» + c«)(l + y'» + £:") + ** + yt+/» 
Dann aber folgt aus der Bedingungsgleichung 

a;3 + y2 4_ ^2 = cj, 
also 

(c,_-r*-c,0(l+y'» + «r'«) = C2, H-y'« + /» = - g— -5i 



y c^ — x^ — cf 



d. h. 

arc 



arc 



ysf — zy' _ Ci \/ Ca 

3/2 4- ^2 Ca — «2 K Ca — a;^ — cf*' 

^ +'L^ arc (tg = J^fL^iHEE]!), 

Z "- CiX 



— CyX 



woraus 
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_^ Vo Vcg — g;^ — c^ ^ + y tgcs 

~ Cix y — ^ tgcs* 

clx^ "^ " iy — ^tgc^y clx^ 

so dass 

fe — gi^)(g2 — a;2) C2 — a:^ 

Cj^ «2 (y c^g ^3 — ;? sin CiY 

, c^x 
i 1/ 2 ^^^ 2/ ^ÖS Cs — ^ s«w C3. 

Die Gleichungen, 

x^ -^ y^ '\- e^ = Cq, y cos Cs — s sin c^ = + 



t ' 



CiX 



Vc, - c? 

bestimmen zunächst die Kurve, die ein Kreis ist. Die vierte Kon- 
ßtante tritt bei der Bestimmung von A ein. Da aber diese vierte 
Konstante nicht in die Werthe von y, e eintritt, so ist die Aufgabe 
mit beliebigen Grenzbedingungen nicht eigentlich lösbar *). 

6. ICurve von gegebener Länge, deren Schwerpunkt am 
tiefsten liegt, bei bestimmter Neigung gegen eine 

Vertikalebene. 

XI. Es soll eine (räumliche) Kurve von der LäAge L gesucht 
werden so, dass ihr Schwerpunkt von der horizontalen Ebene der xy 
in möglich weitester Entfernung sich befinde, zugleich aber die Tan- 
gente ihres Neigungswinkels gegen die ir;ef- Ebene unveränderlich sei. 

Die Tangente dieses Neigungswinkels ist 

. ^ also y' =a Vi + ^K 

Vi + ^3 
Dann (§. 13) 



*) Es ist hier der in der Note zu §. 11, IV. berührte Fall vorhanden, 
da die (eine) Bedingungsgleichnng geradezu integrirbar ist (sie heisst in den 
dortigen Zeichen : a: + «1 Wi' + «2 **«' = ö)* Dadurch werden für etwaige 
Grenzbedingnngen Einschränkungen entstehen. Sind ^29 ^d ^1 ^^^ Koordi- 
naten des Anfangspunktes , x^^ fi2i ^2 ^^^ Endpunktes , so muss in diesem 
Falle X* -|- rj* -j- Ci = ^1* + Vi + ^i* sein, so dass von den vier Gros- 
sen rjij ^j, rj2, C2 nur drei willkürlich gewählt werden können. 

Cj ist das Qnadrat des Halbmessers einer Kugel, auf der die ganze 
Knrve, und also natürlich auch ihre Endpunkte sein müssen. 
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Es ist aber 

«2 (1 4. /2^ = ^2, 1 4. 2/2 + Z'^^ = (1 + /2) (1 + «2)^ 



« Vi + /2 



y « Kl + ^'» a 



Vi + 3/'2 4. ^'2 " Vi + «-^ Vi + «'' Vi + «'' 

, (^ + q) « 



+ 



a» (a + ;?) «' 



,] = 0, 



V 1 + «« Vi + /«. 
^, , ..^yr-pr ^ ry(. + a)(i +«.)-c,«/Vr+^i ^ 

dxL yi 4. /2 J 

Diese Gleichung, welche des zweiten Grades nach ^ ist, führt 
zwei Eonstanten ein, und da dann /s bekannt ist, so führt die Inte- 
gration von 

y'=a Vr+7i 

noch die vierte Konstante ein, und es werden jetzt alle vier Kon- 
stanten in die Werthe von y, a eintreten. A ist dann durch diese 
Werthe ebenfalls bestimmt. 

Man kann übrigens auch wie in VIT. verfahren und hat oflfenbar 
eben so 

^ W~^ '^ <?iy' = C2; 

VT+YM^ Vi + ^« 

- A(/- a Vi + /2) 4- cif/ = C2, 
oder wenn man Ci zurücksetzt: 
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(z + a) /2 _ Ag^a (^ + a)ya 

Vi + 3/'2 + /2 vT+7^ vr+TH^ 

- (^ + «) Vi + y« ^ /2 _,_ ^^ Vr+75 = C2, 

^ + a Ig 

Vi + 2/* + ^'2 v ' yrr^/vr+i^"'^' 

VTT^ Vi + £'2 "^ Vi + /2 Vi +a»Vl +^^~^' 
Cia ^ (z + a) Vi + «2 = C2 Vi + /3, 

/» = -2- [ci a - (;er 4- a) Vi + a^y — 1; 
^2 

/ = ± ^ yicia - a Vi + «2 - ^Vi ^. „2)2 _ ^2. 
J V(cx« - a Vr+ «2 - ^ Vi + «0' - c,' = "^ + '«' 

+ VTTIJ ^ p^"" " ("* "1"^) Vi + «2 

+ |/(cia — a Vi + «^ — ^ Vi + «2)2 — Ca^l = a? + (J3, 
woraus 

oder wenn 

- Vi+«« 

Bemnach kann man setzen ' 
wo c, Ä, Ä drei willkürliche Konstanten sind und wo 



Dienger, VariationsrechnuDg. ji 
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Hieraus 



2 



^ 2V1 + «« ^ 

Demnach sind die Gleichungen der Kurve: 



(c) 



z 2 

Für a = ergibt sich hieraus die Formel (e) in §. 9, IV. , wie sicli 
gehört. 

XII. Hinsichtlich der Entscheidung, obM.M., hat man in §.16, 
III.: Mj = y, W2 = ^j 9^ = %' — « Vi .+ W2'*; n •=^ 2\ also 

<5 = (a + «,) Vi + Mj'« + «;,'» + A(mi' — «Vl-f uj'«), 

Also 

u/ L8mi'» \8«,7 8«i'8ms' 8«i' 8»,' 

8 



+ 



^«7» \8j*i7 J /8y V 

V8«,7 



SO dass das Zeichen der in den eckigen Klammem stehenden Grösse 
entscheidet. Aber 

Jl^_ (g + t^)(l + V^) 8^0 _ (a + %)(! +^/^) >t« 

8wi'^ (1 +<'+W2'T«' 8 Wa'^ ~ (1 + <« + %'«)% (l+W*)'^«' 
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'— ' 



8»* (a+Ui)ui'ui 



dtp d<p aua' 



8»£ /8yY _ 8"^ 8y 8y 8»g /8yy 
8«/» \8«j7 8mi'8m,' 8mi' 8«,'"^ 8«,'» \düp) 

~ (1 + y'*+'^')"* L Vr+7i + 1+ y J (1+^2)% 

Aber y = «Vi + A aV« — ^ß££L + l ^- y'» = a»y» 

Vi +«* 

— 2a««:'» -f 1 + a» + aV« = 1 + a», und wenn 

JVe * + c * / = 9' 

VTT^ = p, 1 +y'« + /* = (1 +«*)(>»,_ 

^ («V« — .)= ^ 



80 dass obige Grrösse 

(a + 0) U _ 1 / a + z ^ \ 

93 Vi + «9 9» 98 \y]r+^ / 

9» VVl +«2 ^ Vi + «a/ 9H^ ^ "^ ^ J 



2 



Da wir ein Maximum haben sollen, so mnss ^ ^ sein. 

Xni. Seien nun zwei Grenzkurven gegeben: 
9i = 0, ^1 = für rc = a?j ; g?, = 0, ^2 = für a; = fl?2« 
Jetzt hat man Xi, x%^ c, d^ ^, X; so zu bestimmen, dass 

Odx = Max.y 

and obige Gleichungen erfüllt sind. 

Haben i}i, i}2» tu S2 die Bedeutung in IX, so ist, wenn O^ ^2 
die Werthe von an den zwei Grenzen: 






\8a?2 81J2 8a?2 8^2 8iP2/ 
"^ '\8ä^ "^ 8^2 öi»2 "^ 0^2 dXiJ ~ ' 



11 
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"•" '^ Vö^ "^ 8»?, 8a;, ■•" 8J;, dxj " "' 

■^ W 8f* 8/ 8fty 

, , /a9>, 8iji , 89i 8gi\ ■ X. ßjh 8^ j_ £^ 8ii\ 
+ 'V8% aft ■•" 8Si 8^y' ■•■ ^V8'?i 8ft "^ »Si 8f*/ 
. , /89, 8ij2 , 89, 8|£\ , t /8t^ 8»;a , 8 »2 dU\ _„ 

WO /x = c, c', Ä, Ä und wo der erste Theil 



8^ Zj ey + 8(t /J 8^ dii/Jdy' dfiZJde'' 

Setzt man dies in die letzte Gleichung, so nimmt sie die Gestalt an 

WO nun Ml, Mi, Ms, M^ dieselben bleiben, wenn (i = c, cffh,!^ 
gesetzt wird. Daraus folgt sofort, dass diese Grössen Null sind, d. \l. 

•8^"^ '8^~ >^8?' *^8ir''"^8ir~ ^87' 



8(p, 8t^s_ nrsa» , 892 , , 3V'2 'rve® 

Daraas folgt dann, dass die Elimination von Ä^i, k^ zwischen diesen 
und der zweiten unserer Gleichungen dasselbe gibt, wie von kt, £4 
aus der ersten. Also man hat für die zweite Grenze (o; = X3, 

/89 8^ _ 89 8j{^\ _ /8« 8^ _ 8® 8V;\ /89 89 . 89 A 
\dp dz dedy) {di/de dsf dy)\dx'^ dy^ ^ de } 

, /8^85P_8£89)\ /dt j_dt j .^^ J\ _n 
'^Kd^de df^ dy)\d^^.d^^^d^ )~ ' 
(a _ ^8® _ ^8^W89 8Vj _ 89 8^\ 
\ ^ 8^ 8/y \dy de de dyj 

_ dO /gy 8j|b _ 8^ d^\ ^ dO /dt 89 89 8^\ 

dy' \dx de dx de) ~ d? \Jx dy ~ dx d^J ~ ^" 
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Aber 



Sy 8^' Vi + y2 + /2 Vi + /2' 



^y Vi+y2 + ^^2 g^' yi + y2 + /2 Vi+^V 

77==^== = 'la^ 

Vi + ^'' 

Bo dasB die gesuchte Kurve auf dieser (und auch der andern) Grenz- 
kurve nicht senkrecht steht *). 

Schlussbemerkung. 

XIV. Wie bereits- zu IX. bemerkt, sind die dort und in XIII. 
geführten Rechnungen allgemeiner Art, und wir haben sie desshalb 
auch in allgemeinen Zeichen durchgeführt. 

Wo also eine ähnliche Aufgabe auftritt, werden wir die an bei- 
den Orten erhaltenen Gleichungen sofort benutzen können. 

Aus XIII. ergibt sich sofort auch die Bedingung, unter der 
die gesuchte Kurve senkrecht steht auf der Grenzkurve. Es muss 
nämlich (an den Gränzen): 

Bein; d. h. 

Natürlich kann man diese Gleichungen auch schreiben: 
^87 = ^87' 2/^ = (1+^^)37 + ^^87' 



oder 



oder 



^87 = ^87' s''^ = a+3^'^ + ^^)g7' 

,8* -8® , - .^ , ., , .ox8<^ 



**) Es wäre dazu nothig, dass 

l± - («+g)y _ . ^«y ^ («+^)y _ ;^^a 
^y Vi -h y» + a^* Vi + ^«'ä Vi 4_ y2 + ^2 * 

mithin A = •— Aa^, was unmöglich ist. 
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Dass diese Bedingungen in YIII. erfüllt sind, ist sofort ersiebt- 
lieh, da (weil t; =.0 an den Gränzen) 

§. 20. 
Kürzeste Linie auf einer krummen Oberflftdhe. 

I. Auf der krummen Oberfläche, deren Gleichung (in recht- 
winkeligen Koordinaten) 

v — O (a) 

ist, soll die kürzeste Linie bestimmt werden. 

Hier ist (§. 13, H.) 

* = Vi + j/a + ^a 4- lv=f+ U, 
und 

8y d» 8y "" ' 8iBf d« 8ief' ~ ' 
woraus durch Elimination von A: 

8tr d 8/ _ 8t; d 8/ 

8j9 (ia? 8y 8y c?Ä 8^' ■ ' ' • 

' Da, weil t; = an den Gränzen, für diese 

60 steht die gesuchte Kurve auf etwaigen Grenzkurren senkrecht 
Hinsichtlich der Entscheidung, ob M. M^ hat man (§. 17, lY.) di^ 
Grösse 



o>) 



d. h. 



8y» \W 8y'8«' a^/ 8« ■'' 8/» \8y/ 

in Bezug auf ihr Zeichen zu untersuchen. Da aber diese Grösse 
gleich 

/8t; V, /8t; V , / , 8» . . 8t;V 
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also immer positiv ist, so kann nur von einem Minimum die Bede 
Bein. Hierbei ist selbstverständlich, dass wenn die kürzeste (geodä- 
tische) Linie vom Punkte Ä zum Punkte B geht, und G in derselben 
zwischen Ä und B liegt, das Stück Ä C auch die kürzeste Lini^ zwi- 
schen A und C ist. 

n. Aus der Eigenschaft, dass die kürzeste Linie auf der Grenz- 
kurve senkrecht steht, lässt sich sofort ein interessanter Satz folgern. 

Zieht man nämlich (natürlich auf der betrachteten Oberfläche) 
eine (beliebige) Menge geodätischer Linien von demselben Punkte Ä 
ans, nimmt auf allen dieselbe Länge L von Ä aus, und verbindet 
die Endpunkte, so erhält man eine Kurve, welche auf allen geodäti- 
schen Linien senkrecht steht. 

Denn betrachtet man diese Kurve als gegeben , so müssen alle 
die gezogenen geodätischen Linien an ihr enden, und es kann jede« 
da sie alle gleich lang sind, als die kürzeste Entfernung des Punk- 
tes Ä von jener Kurve angesehen werden, steht folglich auf der 
Grenzkurve senkrecht. 

in. Die Gleichung (b) drückt eine Haupteigenschaft der geodäti- 
Bclien Kurve aus, die' nämlich, dass die Krümmungsebene dieser 
Kurve zugleich Normalebene der krummen Fläche sei. 

Die Gleichung der Krümmungsebene ist nämlich 

(e'if"-t/j^iX—x) + s"iT-y) - y"{Z-i!) = 0; 

die der Tangentialebene an die krumme Fläche (in demselben 
Punkte): 

|f(z-.) + |i(r-„ + |i(z-.) = o, 

und die Bedingung, dass beide auf einander senkrecht stehen: 

ox oy dz 

Aber es ist auch 

^^ -1. ./^^ j^ c^^^ — n 
dx cy dz 

so dass obige Gleichung heisst 

[(ir'/ _ y V) y'-^']^ + [(^f - yVO / + y] f^ = 0. 

Die (b) ist 
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d. h. 

ff [y (1 + ^') - y^;^'] = |J[^'(1 + y") - y-erV'], 

|j[y" + ^(y'V-y'O] = |^[«" + y'(^'»'-y"*')]. 

was eben obige Bedingungsgleichung ist. 

ly. Die Anzahl der durch Integration eintretenden willkür- 
lichen Konstanten ist hier nur zwei. Im Falle von Grenzgleichnn- 
gen wird man im Grunde auf die Formeln des ersten Abschnitts 
(Entscheidung betreffend) zurückgreifen müssen , also is als durch x 
und y mittelst (a) gegeben ansehen und dann die Untersuchung so 
fuhren, als ob nur eine Funktion (y) gesucht wäre. Die Grenzkar- 
ven entsprechen dann je einer Gleichung zwischen x und y an dea 
Grenzen *).' 

Von dieser Anschauung aus hätte man in §. 3, III. 

zu setzen, müsste aber dabei 0' aus t; = ersetzen. Heisst letztere 
Gleichung aufgelöst: 

jer = q)(x, y), 
so wäre 



Folglich wäre ia §. 3, III. 

dz' dy äx \d^ "^ 8«' d^) ~ ' 
wo 

d£_ a_ / gqo , 8j5 A de' _ 8y 

dy ~ dy \dx + dy^J' dy' ~ dy ' 

und z' durch -^ + -^r — y^ zu ersetzen wäre. Diese Gleichung heisst 

ox dy ^ 

auch 

8/8/ d 8/ d/ d df df d d/ _ 
Ztf dy dx dy' di/dx 8/ 8/ dx 8s/ "" ' 



*) Sind 1// = Ö , ü =: die Gleichungen der einen Grenzkurve , so 
musB man in i/> die Grosse z durch o; und ^ ersetzt denken und die so er- 
haltene Gleichung i/^ =: ist die eine Gleichung an der betreffenden Grenze. 
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oder 

d 8/ dg) d df 8/ r d^q> 8«y , 8«y 
dxdy' dp dx 8/ 8^ \jdxdy dy^ dxdy 

d. h. ist die (b), wenn man beachtet, dass v =^ e — 9>. 
Sind nun 

die Integralgleichungen unseres Problems, so ist die erste dieser 
Gleichungen auch die Integralgleichung der obigen Gleichung, d. h. 
der Gleichung (b), wenn man darin £i ersetzt hat. 

Demgemäss wird man in §. 4, Y. untersuchen, ob sich m so be- 
stimmen lasse, dass 

dt , drif ' . . 

innerhalb der Integrationsgrenzen nicht Null seL 

Bei der Entscheidung im Falle von Grenzbedingungen wird 
man den Vorschriften des §. 6 gemäss verfahren, wenn man im ein- 
seinen Falle es nicht vorzieht, durch neue Wahl der Koordinaten die 
Bedingungsgleichung zu entfernen, wodurch die Aufgabe geradezu 
aaf die des ersten Abschnittes zurückgeführt ist. 

Kürzeste Kurve auf einer KugeL 

V. Ist 

x^ + y^ + 0^ = r« 
die Gleichung der Kugel, so ist die (b): 

^ d y d / 

^dx Vi + ya + /a ^dx Vi + 3/2 _|_ /2 ~ ' 

woraus 

isy' — ye' = ci Vi + y'^ + ^». 

Daneben ist 

X + yy' + ejg' z= 0, y^ -^ jse^ = -- x. 
Man hat nun 

e^y"" — 2yzy'g' + yV» = c^(l +y'* + e"^) 
yyg + 2yey'/8' + z^z*^ — a?« 

(y« + ^2)j/2 + (3^2 + ^2)^'S = a.2 + ^1^(1 + 3/2 ^ ;e/2) ' 
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r« — a?» — cl' 



j j 






so dass 



[ig = -) = - arc (*, = ^^ ) + c , 



ryr2 — c» — a?» 
1 +r<^C2 -^ 

r2(r2_c2_^>2) __ (y« + ^«)(l+^jy'C2) 

(r« — cf) (r«— a;0 _ (r' — a;^) 

cf a;^ (y sin Ca + zco^c^^^ 

Dies ist die Gleichung einer durch den Mittelpunkt gehenden Ebene, 
so dass die gesuchte Kurve ein grösster Elreis der Kugel ist. 

YL Wir wollen zur Uebung den besondem Fall betrachten, 
da auf der Kugel von einem bestimmten Punkte aus auf einen 
grössten Kreis eine kürzeste Linie soll gezogen werden. 

Wir wählen die Polarcoordinaten des §. 9, XXL, wo wir jedoch 
die ^jer- Ebene zur Ebene des Aeqnators wählen, die jer-Axe in den 
Anfangsmeridian legen und die Länge von der jer-Axe gegen die 
y-Axe zählen. Dann ist 

X = rsinßy y = rcosßsinl, = rcx>8ßcosl, 

und mittelst dieser Grössen ist die Gleichung der Kugel identisch 
erfüllt. Daraus folgt, wenn man etwa ß als Funktion von A an- 
sieht : 

(Äy+(Ä)'+(S)'="[(ff)"+-'']. 
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BO dass die Differentialgleicliung der Kurve ist: 

rcos^ß = ciy(^y + €08^ß> c!(^^y = r^co8^ß^c?co8^ß, 

ci II = + cosßVr^cos^ß — cf .... (d) 

wo nun ein Zeichen Wechsel dann eintritt, wenn r^cos^ß = Ci, 
rcosß = Ci (da Ci >> ist*). Aus dieser Gleichung folgt 

, r dß 

-""V cosßVr^cos^ß-c? — ^ + ^» 

j2 /. Cisinß \ . ,- 

D« nnn der Zeichenwechsel vor sich geht, wenn r^cos^ß = cf, und 
also die erste Seite dann springt, so folgt hieraus 

Yr'cos^ß — c? - 
wo man, weil für tg(X-\-Ci) = oo ein Zeichenwechsel eintritt, vom 
Doppelzeichen absehen darf. 
Hieraus 

j , r*cos^ß — cf _ (ri—c^co8*ß 



= 1 + cotg' (X -{- Ci) = 



sm^iX + CiY 



d.h. 



<i,«/3 = ?l-5-ä«n»(A + c,), 



c! 



und mithin 



tgß = Yll^Rsm(X + C2), . . . . (dO 

wo wir nun ebenfalls kein Doppelzeichen setzen, indem wir die Be- 
dingung, dass Ci >► sein müsse, fallen lassen wollen. (Ein Zei- 
chenwechsel tritt im Laufe der Kurve nur in Folge der natürlichen 
Zeichenwechsel der trigonometrischen Funktionen ein, nämlich für 
ß' hei cos{X -|- C2) = 0; aber es könnte möglicherweise dem ganzen 
Ausdruck das — Zeichen vorzusetzen sein.) Aus (dO folgt auch, 
da ß zwischen — |jr und + l^r: 

*) Setzt man c^ > voraus, so muss X bestandig wachsen mit wachsen« 
dem Bogen. 



n 






172 §..20. Kürzeste Linie auf einer krummen Oberfläche. 

ß = arcUg = -^sm(A + Cj)J . . 

Sind die (Polar-) Koordinaten des feBten Punktes ßi, li, so ist 

Wir wollen nun den grössten Kreis, auf den die kürzeste Linie 
gezogen werden soll, als den Anfangs -Meridian (Ebene der xe) neh- 
men. Dann ist seine Gleichung 

A = 0, 

und es muss nun noch c^ (bequemer: c) so bestimmt werden, dass 

Äi 

Vcos^ß + ß'^dl ein Minimum. 



Daraus (§. 7, VIU.): 

Z ß' dß ^ 

X^^Vcos^ß + /3'2 de 

in R 

Aber aus (di) oder (d"), wenn z. B. . .. , — r = ft : 

sm(Ai + C) 

dß _ 1 r .. . . fjy/3icos(A,+ c)gm(Hc)1 

ft sin {kl — A) ^, /xeQs(A + c) 

"" l+iiHin^(l + c) sm(Ai + c)' '^ ~ l + ft2s«w2(Hc)' 

^ 1 -f ft« ain« (A -f c) '^ '^ 

ÖL 1 + f*3sin2(A+c)J 



1 -I- ii^sin^(l+c] 



~ [l+li^iin^l + c)]^' KCöspi-p — i^_^2s«n2(A+c)' 

ß' d£ _ li^cosß + c) sin{Xi—k) 1 

Vcos2^ + /3'a öc ~ y 1 4- ^2 sm(Ai + €)! + ii^8in^ß + c) 

Demnach muss 

[i^cosc sin^i 

Vi + fA^sm(Ai 4- c) [1 + ii^sin^c] ~ 
sein, woraus nur 

C06C = (^) 
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folgt. Zugleich ist 

dc^ ~ äc^^ycos^ß^ß'2 de 

d ii^coscsinli 

"" de Vi 4- lA^sinßi + c)[l+ii^sin^cy 

in welcher Grösse nach geschehener Dififerenzirung cosc = zu 
setzen ist. Dadurch erhält sie dasselbe Zeichen wie 

fi^ sine sin l] 

Vi + fi^sinßi +c)[i +t^Uin^cy 

sine sin Xi sine sin Xi , 

d. h. wie . ., — ; — r = 5 — : — = tgli, 

stn (Aj + e) eos /»i stn c 

Für ein wirkliches Minimum muss also ig li ^ sein. 
Die Gleichung der Kurve ist nun 

'^ '^ stn{Xi +c) '"^ cosli 

und die Breite des Endpunktes (bei A t= 0) ist durch 

tgßo = ^ 

' eosAi 

gegeben. Dass tg Xi > 0, also hier Xi <^ ^x sein soll, wird leicht 
dadurch begreiflich, dass A = Odie Ebene des Anfangs- Meridians 
und dessen, der 180^ entspricht, darstellt. 

Kürzeste Linie auf einem Kreiszylinder. 

YU. Der Zylinder stehe senkrecht auf der a?je- Ebene und sei 

x^ + js^ = r» 
«eine Gleichung. Führen wir hier für x und js die Werthe 

a; = rcöscj, jer = rsmca 
ein, Bo ist die Gleichung des Zylinders überflüssig. Dann ist o als 

anabhängig anzusehen und da hier -^ = 0, also 



= eVl + y« + a^^i 



dy 
den 



vm + o' + m' = ¥^^'- 



*) Ist ßi = 0, d. h. der gewählte Punkt im Aequator, so folgt daraas 
auch ß = 0, d. h. der Aequator ist selbst die geodätische Linie. 
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so ist 






C9. 



Es sind also die Gleichungen der Eurye: 

CY 

Vi — c2 
Das zeigt eine Schrauhenlinie an. 



§.21. 
Geodätische Linie auf der Erdfläche. 

I. Wir sehen die Erdfläche als entstanden durch Rotation 
einer Ellipse, deren Halbaxen a und h sind, um ihre kleine Axe (2h) 
an. Dann ist die Gleichung derselben bei der bekannten Wahl der 
Axe: 

g + ?i±i!=l (a) 

Die Ebene der yjs ist die des Aequators, dessen Halbmesser a 
ist; h ist die halbe Erdaxe, deren Richtung die Axe der x ist. Die 
Punkte, in denen die Erdaxe die Erde trifft, sind die Pole, und zwar 
der Nordpol = Ende der positiven a;-Axe, Südpol = Ende der ne- 
gativen rc-Axe. Eine Ebene durch die Erdaxe schneidet die Erde in 
einem Meridian. 

Wir führen nun andere Koordinaten statt obiger ein, nänüicH 

den Winkel /), welchen die Normale im Punkte (x, y, e)mi 
der Ebene des Aequators macht, welchen wir von — |9r bis 
4- 1^ rechnen (positiv auf der nördlichen, negativ auf der 
südlichen Erdhälfte); 

den Winkel A, den die durch (x, y, 0) gehende halbe Meridian- 
ebene (halbe erzeugende Ellipse) mit der positiven Ebene der 
xe macht; so dass A auch der Winkel ist, den der Schnitt 
des fraglichen Meridians und des Aequators mit der positiven 
jBT-Axe macht, wobei wir ihn im Drehungssinne: Axe der e 
gegen die der y rechnen. 

ß heissen wir die geographische Breite, A die geographische 
Länge des Punktes, und rechnen letztere von bis 2^. 
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Dann ist aus der Geometrie bekannt, dass 

worf^us 
h^sinß acosßsink acosßcosl 

^~ aVl — e^sin^ß' ^ ~ Vi —eUos^ß' ^ ~ Vl—e^cos^ß' 

2 a2 — 52 

Setzt man noch 

atg(o =zhtgß (b) 

so erhält man, wenn (O ebenfalls zwischen — \7C und H~ a^ gerech- 
net wird: 

X = h8ino, y z=z acoscDsinl^ , z = acosacosl , . (c) 

Mittelst dieser Gleichungen wird die Bedingungsgleichung (a) über- 
flüssig und man kann die Aufgabe als zum ersten Abschnitt gehörig 
ansehen. 

Sieht man A als Funktion von Gl an, so ist 
so dass 



IV' 



h^cos^G} -f a^sin^a -f- a^cos'cof — j d(o 



ein Minimum werden soll. Daraus folgt (§. 3, VI.) 



dk \ / /dk\^ 

do Y \d(oJ ' 

oder wenn 11^ = a^{\ — e^) gesetzt wird: 

acos^(o— = c 1/ 1 — e^cos^fsi + ^^ KT') ' ' ^^ 

als Gleichung der geodätischen Linie. Es ist gani selbstverständ- 
lich, dass man dieselbe Gleichung aus (b) in §. 20, I. gezogen hätte. 

Daraus folgt auch 

C0S2 0, (a« C0S2 (D — c«) ^l^Y = C» (1 — C» cos« cd) *) . . («) 

"') Wollte man o» als Fanktion yon X ansehen, so hätte man natürlich 
eben so: 

C08^ CD (a2 C08^ Ol c2) = c2 (1 e2 C08^ Ol) (-^ ) • 
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Da nie 1 — e^cos^G) -\- cos^col——) = werden kann, so 

\dco/ 

ist natürlich von einem Zeichenwechsel in der Formel (d) keine 
Rede, und es folgt daraus, dass -r— immer dasselbe Zeichen hat, wie 
die Eonstante c. Demnach ist auch 

dl cVl — e^cos^fo .., 

Dies Alles setzt aber voraus, dass (O beständig wachse (wie das an- 
fängliche Integral fordert); im anderen Falle würde das — Zeichen 
auf der zweiten Seite von (d) stehen und damit auch von (Ö'). Sonst 
würden dieselben Formeln gelten. Man kann also die Formel (ö') 
auch auf diesen allgemeineren Fall erstrecken, muss aber dann auf 
der zweiten Seite einen (möglichen) Zeichenwechsel zulassen. Dieser 
kann nun nur erfolgen, wenn 

a^cos^G) = c^ 
ist. Wir werden also allgemeiner 

dX , cVl — e^cos^G) ,j/v 

^^ COS (o V a''^ cos^ (D — c* 

setzen, wo der Wechsel im Zeichen eintritt, wenn a^ cos^a = c' ist. 
Führen wir den Hülfswinkel (p ein, so dass 

asinca = costpVa^ — c^, 9? von bis «, . . (e) 
so ist 



dk . cVa»(l— e«) -f (gg — c«)g«(?6>?y da) 

d(p~ -^ Vc« + {a^ — c^)8in^q> Va« — c^ Vsin^q> ^9 
_ — cVg g — e^c^ — (gg — c^)e^$in^q> sintp 



c» ^ (g2 — c2) sin^ q> Vsin»^ 

Da q> nur zwischen und n liegt, so ist der zuletzt stehende Bruch 
immer 1 und man hat 

d(p ^ c^ + (a^ — c^)sin^(p ' a^ — e^c^'^ 

Der Zeichenwechsel tritt ein, wenn 

g'cos^oj = c^, d. h. sin^q) = 0, 

oder nur f ür 9? = Q und (p = tc. Dies kann übrigens eintreten, 
indem etwa (p bis herabgegangen ist und von da an wieder wächst. 
Da 
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d(o 1/ dco 

acosoD-T— = — sinw ya^ — c^y also t- <C 0? 
Ql^i a(p 

so folgfc aus (d'), dass nothwendig in den Formeln (d') und (f) die 
Zeichen sich entsprechen, wie dies aus der Ableitung ohnehin klar ist. 
Welches der zwei Zeichen in (f) oder (dO anfänglich gilt , kann 
natürlich nur im besonderen Falle entschieden werden. Dies gilt 
dann aber so lange, bis sing> zu Null wird, worauf, wenn die ge- 
odätische Linie weiter verläuft, das entgegen gesetzte zu wählen ist. 

Dieser eigenthümliche Fall, der einen Zeichenwechsel in -rr- be- 

CLA, 

gründet, tritt also dann ein, wenn bei stetig wachsendem A die Grösse 
05 einen grössten (oder kleinsten) Werth erreicht und dann zurück- 
geht. Dass dadurch ein Zeichenwechsel bedingt ist, ist bekannt, g) 
heiast übrigens gewöhnlich die reduzirte Breite. ' 

Wir werden im Folgenden nur den Fall betrachten, da die 
geodätische Linie zwischen zwei festen Punkten gezogen ist. 

Ist 8 der Bogen, so ist 



dk\^ 



( — j = h^cos^cD -f- ö^sm^co -}- a^co8^(o( — \ , 

a^(l—e^co8^cD)cos^ci} /day _ o* ^ {^V {^EX 

a^C08^G) — c^ \dq)) ~ ^^^^ ^Kdo)) \dg)) 

d. h. 

|i = + Va« — eH^ Vi — k^sin^g), . . . (g) 
a(p 

wo nun entweder das eine oder andere Zeichen zu wählen ist. 

Uebrigens ist 

ds aco8Ci} ,y -y 

»ö stntpVa^ — c^ 

wo nun die Grösse zweiter Seite (abgesehen vom Zeichen) positiv 
ist. Also gilt in (g) das untere Zeichen , wenn s und o zugleich 
wachsen, das obere im anderen Falle. 

Dienger, Variationsrechnung. 12 
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Die Doppelzeichen in den Formeln (f) und (g) hängen insofern 
zusammen, als die Aenderitng in beiden zugleich geschieht, wenn 
man 8 immer als wachsend ansieht und eben so A, was man beides 
wohl darf. 

Azimuth. 

n. Durch irgend einen Punkt der geodätischen Linie wollen 
wir einen Meridian ziehen, der sie schneidet. Der Winkel beider im 
Durchschnittspunkte sei a. Beziehen x, y, z sich auf die geodä- 
tische Linie; a/, y', / auf den Meridian (dessen Gleichung A =r C 
ist), so ist 

dx dc^^ dy dl/ , dz dz^ 

dcj dca dcD d(o d(o dcj 

cos a = 

Aber 

(s5)'+ (ll)'+ (55)'= "«'"+•■"'»■•>+»'"" »©■ 

(£)"+(IÖ"+(^'="-"+«--' 

dann 

sin^a = 

/dx d^__dy_ ^ Y , (dx^ d^^dz^ ^'\ V (^^ _^' ^V 
\d(o d(o dco dcsj ~^\dci} da) dcodoj xdcodG) do da) 

[\d^) +fe; + V^y J [\d^) +(5^) +fey J 

dx , dx' ^ dy .dX . . , 

■T— = ocosG}, -— =oc<?SGJ, '^ = acosG)cosA.-z astfimstfiL 

da} da) do dco 

dy* dz »dl 

-7— = — asin G) sin L -r— =r — a sincocos k — acos ostn A-r-, 
d(o dco da 

d^ . ' 

-=r- = — astn cjcos L 
dm 

Hieraus nun 

sin^ OL 6» cos^ (o -\- a An'^ o -f- a' cos'^ oj ( j- ) [5'^ cos^ + a^ sin^ o] 

fdk\^ 
= a2 cos^ (X) (62 efös« o + a^ sm« ß^) ( t- ) » 

oder wegen (d): v 

sm^a — \T-) =a2c<w*co( -r— 1 , a* cos* o sm^ a = c*. (h) 



§. 21. Geodätische Linie auf der Erdfläche. 179 

Diese Gleichung bestimmt a, das Azimuth der geodätischen Linie 
in dem betreffenden Punkte. 

Da der Zeichenwechsel in den Formeln (d') und (g) eintritt, 
wenn a^ cos^ (o = c^, so kann man auch aussagen , er trete ein für 
sin^a = 1. 

Ist der Anfangswerth von a bekannt (cd mit seinem Anfangs- 
werthe eben so), so gibt die (h) den Werth der Konstanten c*. 

Wir wollen das Azimuth a von der nach dem Nordpol gewen- 
deten Seite des Meridians aus gegen die Richtung des wachsenden 
Bogens rechnen und zwar von bis 7C, so dass sin a "^ 0, 

dl 
Da — nicht Null werden kann (so lange nicht c überhaupt Null 

ist) und - — = 00 nur für -r^ = eintritt, so hat l kein Maximum 

oder Minimum und nur o hat ein solches (möglicherweise). Also 
kann man A im ganzen Verlaufe der geodätischen . Linie als bestän- 
dig wachsend oder abnehmend ansehen. 

Da femer ß und o zugleich wachsen und zugleich abnehmen, 
80 wird man leicht folgende Sätze als richtig erkennen. 

1. Geht der wachsende Bogen im Sinne wachsender A, so ist 
a so lange ein spitzer Winkel als ß wächst, und wird stumpf, wenn 
ß abnimmt. 

2. Geht der wachsende Bogen im Sinne abnehmender A, so ist 
a ein spitzer Winkel, wenn ß wächst, ein stumpfer, wenn ß ab- 
nimmt. 

Daraus folgt, dass in allen Fällen cc spitz ist, wenn ß (also o) 
wächst ; stumpf, wenn ß (o) abnimmt. 

Ä A M • , 

Nun ist -7— > 0, wenn A und co zugleich wachsen, oder zu- 

gleich abnehmen; negativ im anderen Falle. Demnach, wenn a spitz 

ist, wird -r- > sein, wenn der Bogen mit A wächst; dagegen 
a(X) 

negativ, wenn der wachsende Bogen nach derEichtung abnelfinender 

dl 
A geht; wenn a stumpf ist, wird -r— > sein, wenn der Bogen 

nach der Richtung abnehmender A gewendet ist; positiv, wenn er 
nach der Richtung wachsender A geht. 

Heissen wir die Kichtung wachsender A die von „West gegen 
Ost** und bezeichnen sie durch die Richtung links nach rechts in 
unserer Zeichnung; ist Ä Anfangs-, i? Endpunkt des Bogens; P der 

12* 



180 §-21. Geodätische Linie auf der Erdfläche. 

Nordpol; M ein beliebiger Punkt der geodätischen Linie, so geben 
die folgenden Figuren die genannten Fälle an : 









9 »"^ ^ ^ ß2^(l-ß2)sm«<p' 



Natürlich ist nicht gemeint, dass in der ganzen Ausdehnung 
der geodätischen Linie a immer spitz oder immer stumpf sein müsse, 
In den vier Fällen ist (für den Punkt M): 

ds ^ ^ ds ^ ^ ds ^ ^ ds ^ ^ 

^><^' ä^>'^ 5^<«' ^<<^' 

d. h. es ist -7— positiv, so lange a spitz ist, und wird negativ, wenn 

a stumpf wird. 

IIL Setzen wir für c die Grösse aQ, wo Q nur positiv ist, und 
nehmen an: 

1) Es sei das Azimuth im Anfangspunkte des Bogens spitz, so 
ist anfänglich 

dX^^ 
dq) 
wenn der Bogen von West gegen Ost geht; 

wenn der Bogen von Ost gegen West geht; 

T^ = — a Vi— e^o» Vi— Ä;2sm2flp 

in beiden Fällen. 

2) Es sei das Azimuth im Anfangspunkte des Bogens stumpf, 
so ist anfanglich 

wenn der Bogen von West gegen Ost geht; 

wenn der Bogen von Ost gegen West geht; 
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-i= -f. a Vi— e«o2 Vl — k^sin^w 

in beiden Fällen. 

Das Zeichen bleibt so lange dasselbe bis a zu 90^ wird, d. h. 
bis sin 9) = wird, von wo an dann das entgegen gesetzte zu 

wählen ist; Ä« = ^LnJ^. 

1 — e2/,3 



3) Ist nun aber das Anfangsazimuth selbst 90^, so kann man 
einen oder den anderen obiger Fälle wählen. Die Entscheidung 
lässt sich durch folgende Betrachtung fallen. Aus (h) folgt, dass 
dann im Anfang c* = a^ cos'^ (o ist, d. h. sin q> •= 0, Dies ist der 
Fall für 9? = , oder q> =z n. Der Fall 9 = setzt in (e) noth- 
wendig o > 0, der Fall (p = n aber OX^O voraus, so dass erste- 
rer nur auf der nördlichen, letzterer nur auf der südlichen Erdhälfte 
eintreten kann. 

q) aber wird , wenn dieser Winkel vor diesem Werthe ab- 
nahm und nachher wächst; derselbe wird % im umgekehrten Falle. 
Denkt man sich die geodätische Linie als nach rückwärts verlängert, 

ds 
Bo ist im ersten Falle kurz vor dem Anfangspunkte -= — negativ, 

nachher positiv; während im anderen Falle die Dinge sich umgekehrt 
verhalten. 

Daraus folgt, dass auf der nördlichen Erdhälfte dieser FaU zum 
obigen zweiten, auf der südlichen aber zum ersten ^u rechnen ist. 

Berechnung des Bogens. 

rV. Sei 9^1 der Anfangswerth von q> , q>2 der Endwerth , ge- 
zogen aus den Gleichungen 

sin (Ol = cos q>i Vi — p^^ g^^ ßj^ = cos q>2 Vi — Q^, 

so wird, insofern nicht der Werth 

cos io r=: Q (sin 9 = 0, wenn Q = cos cHi sin «i) 

innerhalb der Ausdehnung des geodätischen Bogens möglich ist, der 
Bogen 8 sein, wenn tti das Anfangsazimuth: 

8= — aVl—e^Q^ [E((p2,h) — E((pu ä)], wenn a^ < |, 

8= a Vi — c2 ^2 [je; (^^ ^ ]c) — . jß^^p^ , A;)] , wenn «i > ^ 

Für «i = J sr gilt die zweite Formel auf der nördlichen , die erste 
auf der südlichen Erdhälfte. 



(i) 
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Ist aher der "Werth sin (p = möglich innerhalh der Grenzen 
des Bogens, so ist 

S=— aVl— e2p2 / Vl^k^sin^<pd(p+aVl—e^Q^ 1 Vl—hHin^tpdtp, 
wenn «i < -, 

S = aVl— 6^92 fVl—k^sin^q) dcp—aVl —e^Q^ f yi—k^sin^(p dtp, 

wenn «i > — • 
Demnach (in diesem Falle) 
,S = al/n^^^[JE:(<jPi,Ä?) + J57(<|P2,Ä)], wenn a^ < |, 1 

8=a Vi— e»p2 [2Z(:r, ä) — Z(g?i,Ä)— ^(92,^)], wennai>f3rj 

Für ofi = l^r sind diese Formeln nicht zulässig*) (oder aberae 
müssten jetzt in ihrer Beziehung zur nördlichen oder südlichen Erd- 
hälfte vertauscht werden). 

In den Anwendungen liegt die Aufgabe immer so, dass man S 
kennt, nebst «i, (pi (coi), und daraus 92» ^2 berechnen will. Da 
somit E ((fi, k) als bekannt darf angesehen werden , so wird sich 
in allen Fällen leicht entscheiden lassen, ob der Fall (i) oder (i') ein- 
tritt, da für «1 < - 



hei(i)8<a'Vl—e^Q^E((pi,ky,hei(i')8>aVl-'e^Q^E(g)u% 

für «1 > f 

bei (i) S<aVl — e'^92 [E(7e,k) — E((puk)]', 
bei(iO 8>aVl'^e^Q^[E(7t,k)^E(<piM' 

Berechnung der Längendifferenz. 

V. Ist nicht innerhalb der geodätischen Linie a = |ä (was 
in IV. entschieden), so ist, wenn A2 — Ai die Längendififerenz : 



*) Die Barstellnng setzt voraus, dass im Laufe der geodätischen Linie 
tc =z tn vorkomme, wie dies für a^ =^ ^n in (i) aufgefasst ist. Desshalb 
muss der Fall a^ z= ^n nur nach (i) behandelt werden, wo dann 9>i = 
auf der nördlichen , 9>i = n auf der südlichen Erdhälfte ist. 
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1 - — ^/- ;; — r / Vi —yÄ^sm^g? , ^n 



A^ — Ai=+ß Kl— e3^' 

5Pi 



f\ 



Ist aber a = |;r möglich innerhalb der geodätischen Linie: 



1 — 1/:; r-^r r Vi— Ä^sm^cp ^ 



9^1 



ß2 + (l— 92)s^-,j3^ 



/Vi— Ä^sm^cp ,1 _. ;r 

TT 

f 1/ ttT /* Vi— A;2sm3rp 



9,, ^^ + (1-P^)sin2y 

Vi— Ä^S«W2® _ 1 ^1 

» . ,, ^. : ^ dy , wenn «i > |ä. 

Der Fall «i = |;r ist zu dem ersten der zweierlei Fälle zu 
rechnen. Hinsichtlich der Doppelzeichen ist die Entscheidung eben- 
falls gefällt, indem jeweils das obere gilt, wenn A2 — Ai positiv ist. 

Es ist nun aber 



9* + (l — Q^)sin^(p Q^ + (1 — Q^)sin^(p Yi—k^sin^ip 

L 1 — pa"^V "^ 1 - qVq^ + (1 - Q')sin^(pJVl — kUin^<p 

==[__£!_. _i 1 1 ^ 

L l — Q^e^'^l — Q^e^ ß2 ^ (1 — 9«) sin« yjy 1 — A;2 stVy 



Demnach 



>y; 



[F(ft,,fc)— F((t,,*)] 



9»+(l— p«)m»g) '^^ Vi— e»p> 

+7vTb7["(-^'*)-"('-^'*)} 

woraus sich nun leicht die Werthe von A^ — Xi ergeben. 



1 
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Endgiltige Zusammenstellung für die Anwendung. 

VI. Sei S bekannt, eben so 9i, «i; gesucht; 92» die Längen- 
dififerenz , - die wir kurzweg A heissen wollen , und a^ das Azimuth 
im Endpunkte. 

1. Wenn «i < |«, S< aVl—e^Q^Eitpi^lc): 
S = aVl — e'^ü [JE?(9)i,Ä) — JS?(g)2,&)] 



+ 



;FTb7.["(-^'-')-"(-^'*>» 






2. Wenn «i < |«, S > aV 1— e«p2 E((pi,h): 
S = oVl— e*9« [E(<pi,h) + E(9),,&)], 

V 1 — e2p2 



g. 



3. Wenn «i > | « , S<a Vi— e*^» [JS(«, k) — J;(9i, *)]: 
V 1 — e^Q^ 

Sin Äj = -^, «2 > 5^- 

^ cos 002 

4. Wenn «i > |«, S > aV^l— c»p» [i?(«,Ä) — JS(?»i,üi)p 
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S = aVl—e^Q'[2E(3t,Jc) — E{q>i,k) — E(q>2,K)], 

±l=- ,,f^, . [2 F{«, h) - F(<pi , k) - F(9s, K)l 
V 1 — e*p* 

-n(^,l^,*)]i 

sin «2 = —TTT' "a < f.^- 

cos (02 

5. Wenn «i = J^jr für die nördliche Hälfte der Erde: 

S = aYT^I^2 E(ip2,Jc), 

±^ = - -,>/^'o , J^(y2,fe) +--7=L== 77(92, i^V); 
Vi— e2p2 ßVl— e2p2 \ <>^ / 

005 (O2 

6. Wenn «i = | ä für die südliche Erdhälfte : 

+;wbr.["(-'-^'*)-"(-^'-')]^ 



stn «2 = z—ZTi «2 > 1^» 



_ g 

cos G)2 

Hierbei ist das Doppelzeichen an A immer derart zu wählen, 
dass A >> ausfallt. Femer ist 

(1 p2) 02 

Q = cosdisinai', Jc^ = \ _ Ja p» ^ 
cos^y 1 o2 = sin(i);a^^G) = htgß. 

Bemerkungen in Bezug auf Bessels Auflösung. 

Vn. Bessel hat die hier gelöste Aufgabe ebenfalls gelöst. Seine 
Auflösung ist insofern unvollständig, als sie je nur einen Fall 
(nämlich den ersten, und den dritten unserer obigen Fälle) beachtet. 
Eb rührt dies daher, dass sein sphärisches Dreieck unter gewissen 
Bedingungen zwei Auflösungen zulässt. In unserer Betrachtung sind 
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diese Fälle alle genau festgestellt, und zwar so wie sie für die An- 
wendungen nöthig sind. 

Bessel findet - 



8==a j'Vl—e^ + 



e^ cos^ m sin^ (M + ^)8ft, 



. sin (Dl sincoi 
wo stn m = cos Oi stn «i (unser q), stn M= = 



cosm y"i Q^' 

Da auch 

8 = a f V 1 — e^ +• e^cos^msin^ V' ät 

M 

so kann man offenbar Jf=|3r — 9?i setzen, wodurch sich Bessele 
Formel auf unsere reduzirt. 

Eine Darstellung der Bessel sehen Formeln gibt Grunert in: 
„Elemente der ebenen, sphärischen und sphäroidischen Trigono- 
metrie." Die dortigen Formeln (474) auf S. 265 sind 

ds , a coscoV 1 — e^cos^a 

stn acosco = stnaicoscji, —- = + — -- . 

da) — Vcos^o) — 9* 



dl L Q Vi — e^ cos^ CO 



^^ cos O) V cos^ G) — ß2 ' 

von denen gesagt ist , dass das obere Zeichen gilt, wenn aj <C 5 ä> 
das untere, wenn «i > 1^. Die zweite dieser Formeln ist unsere 
Formel (g), wobei aber der Fall cosco = q noch weiter untersucht 
werden musste. Die dritte ist die Formel (d'), bei der dasselbe an- 
zumerken ist. Der Fall, da «i = |}r, ist in obigen Formeln gar 
nicht erledigt. 

Besonderer Fall, da ©2 = ^1 (9>8 = 9>i). 

Vni. Dieser Fall kann in der gewöhnlichen Darstellung gar 
nicht erledigt werden. Für uns gehört er in VI. zum zweiten oder 
vierten. Der Fall «i = |ä ((pi = 0) ist diesmal nicht zulässig für 
die nördliche Erdhälfte. Jetzt liegt natürlich ein Maximum von 
o (a = I ;r) innerhalb der geodätischen Linie. 
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§.22. 
1. Leitende Kurve des grössten Zylinders. 

I. Es sind zwei parallele Ebenen von der Entfernung h ge- 
geben und in einer derselben ein fester Punkt. Durch letzteren soll 
eine Kurve gelegt werden , welche an der anderen Ebene endet und 
bis dorthin die Länge L hat, so beschaffen, dass, wenn sie als lei- 
tende Kurve einer Zylinderfläche angesehen wird, deren erzeugende 
Gerade senkrecht auf beiden Ebenen stehen, das Stück der Zylinder- 
fläche zwischen beiden Ebenen ein Maximum sei. 

Wir nehmen den gegebenen Punkt zum Koordinatenanfang, die 
eine der Ebenen, in der er liegt, zur Ebene der xy. Dann ist der 
Flächeninhalt zwischen beiden Ebenen gleich 

während 



-=/V'+0'+(f:)- 



ist. Dabei wird % > vorausgesetzt und der Kurvenbogen wach- 
send mit wachsendem x. Also ist (§. 10, IV.) 

und (§. 13, L) 

^y dxdy'~ ' dß dxd^ 
d. h. ' 

a^ 

Die letzte Gleichung liefert 
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und dann 



V ^ 9 ./-. — 5_ y - «'i 



woraus 



^=±T7T=^'Vr+^=^=± 



Um hinsichtlich der Doppelzeichen eine Entscheidung zu haben, 
suchen wir die wegen des M. M. Dazu ist (§. 17, 11.) 

82/ _ 1 a(l+y2) 02/ _ a(l+y'2) 

T" 



3 y 2 — (1 + y 2)% ^ (1 +y 2+ ;^'2)3/, ' 8 /2 — (1 ^ y'l ^ /2)3/, » 

82/ aii ^ 

d^z^~ (1 + y2+ /2)3/a • 

Also muss nothwendig a < sein , damit -^-75 •< ö ; dann aber 

muss auch 

a 



( 8 V Y 82/ 82/ ^ 



(1 + y'2 ^ /2)3 (1 ^.y 2)V« (1 +|/2+.is/^y/. 

negativ sein. Dazu gehört, dass 

VH^YH^' + aVT+y^<0 (a) 

sei innerhalb der ganzen Ausdehnung der Integration. 

Aus der Gleichung 

folgt nun (weilo<;0), dass das untere Zeichen gelten müsse, so dass 
Ct y _ ft2 Vi + y* 

Weiter ist 

also haben wegen (a) y' und Ci verschiedenes Zeichen, was der Fall 
ist, wenn 

1 - Va^-c^ < 0. (aO 

Nun ist, weil die Kurve durch den Koordinatenanfang geht: 

I . /* Co / \ 

^=±77= a?, iSf = J-. --y= ^ a?, . . . (a) 
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wo sich die Zeichen entsprechen. Dabei ist' [wegen (a')] 
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V(l—Va^—c') 



2^2 /.2 

2/ n 



1— Va«— cl 



so dass 



y = + 



e== + 



/(l — Va«— c|)2— Ci' 



Cis; 



1/(1 — V^aS — cD' — c?' 

Cü (1 — lAo« — Cj')« 



V^(l — /o» — c|)» — Ci' / a» — c« 



(a') 



Die gesuchte Kurve ist demnach eine Gerade. Dabei muss für 
X = x^iz = h sein. 

Behalten wir in (a') die unteren Zeichen bei (was offenbar ge- 
^^£r^)) so hat man nun noch Ci, c-j, X^ so zu bestimmen, dass 
*« 

/ /(f a? = Max. und h = . ^^ . ^ ,/ 

Aber 



Vi +2/» = 



Va« — c,» — 1 



vr+7*T^=— 



V(Va»-c,' -l)»- cj'' 
«(Va» — c»-l) 



V a« — c» V (Va« — c,ä — 1)» — c»' 
A\ Va«— c | — 1 r, g» 1 



W 



Va'' — c|— o« 



c« 



Ä. 



Da wir A I> nehmen, so haben Cj und iCj gleiches Zeichen. 

In dem eben gefundenen Ausdruck kommt Ci nicht vor; eine 
nähere Bestimmung dieser Grösse ist also nicht möglich. Bestimmen 
wir dann Cj so, dass dieselbe ein Maximum ist, so haben wir 



— g» + o" V«' — Ci _r. 



vv- 



1 
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welcher Gleichung, da nicht a = 0, eben so nicht 1 = ]/a^ — cj, 
nicht genügt werden kann. Die Aufgabe hat also keine Auflösung. 

2. Aufgabe zu §. 3, VIII. 

n. Unter allen ebenen, auf dasselbe rechtwinklige Koordinaten- 
system bezogenen K^urven die zu finden, für welche in jedem Punkte 
y (x — y) ein Maximum ist (grösser ist, als für irgend eine andere 
bei demselben x). 

Da 
j^b(x — y)] = y+(x—2y)y'; y(x--y)=J[y + (x—2y)y']dx, 



so kann man auch 



/ 



[> + (aj — 2y)y']dx 



zu einem Maximum machen, wo a eine (beliebige, aber) unveraadeT- 
liehe Grösse , die obere Grenze x dagegen zwar willkürlich, aber für 
unsere dermalige Betrachtung als fest anzusehen ist. Dabei ist aber 
der Werth von y für die obere Grenze nicht als gegeben anzusehen. 

Die Gleichung (1) des §. 3 ist hier identisch erfüllt, indem 
Aber in §. 3 hatte man jetzt nicht das Recht 

' . ZI— 

zu setzen, weil nicht dy =z war; also muss noch 

^ = 0,x^2y = 0,y = lx 

sein (allerdings eigentlich nur an der oberen Grenze , also doch für 
jedes x). Die gesuchte Kurve hat also zur Gleichung 

Wie bereits in §. 3,' VIII. bemerkt , gehört diese Aufgabe nicht 
hierher. Sie kann auch ganz nach der elementaren Theorie der 
Maxima und Minima gelöst werden , wenn man x fest denkt und 
nach y diflferenzirt. 
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3. Andere Aufgaben dieser Art (zu §. 12, VI.)« 

IXI. Von den festen Punkten Ä und B , die in der Abszissen- 
axe liegen, sind Senkrechte auf letztere gezogen. Man soll eine 
Kurve suchen so, dass wenn man in einem beliebigen Punkte M 
derselben eine Tangente zieht, welche die vorhin genannten Senk- 
rechten in B und 8 trifft, das Product AB, BS grösser sei, als für 
jede andere durch M gehende Kurve. 

Sind 0?, y die (als fest angesehenen) Koordinaten von M, so findet 
sich sofort 

AB. BS = (y — xy') \j^ + (a — x) yj, 

wenn man A als Koordinatenanfang , AB = a annimmt. Hier bleibt 
also blos y willkürlich (für die verschiedenen durch M gehenden 
Kurven) und man wird also y^ (als Funktion von x und y) so be- 
stimmen, dass obiges Produkt ein Maximum. 

Die zwei ersten Differentialquotienten (nach y') desselben sind: 

ay — 2axy^ + 2x (xy^ — y); — 2ax -[- 2x^. 

Also muss 

ay — 2axy' -f 2x (xy' — y) = 

sein, d. h. 

/2x a 
2x[x — a) 
= c + ll[x(x — ay}, 
so dass 

2/^ = ex (x — a) 

die Gleichung der Kurve ist, wobei c ganz beliebig bleibt. Die Grösse 

— 2ax + 2x^'= 2x (x — a) 

ist (bei positivem x) negativ, insofern x <^ a, also insofern M 
zwischen den beiden Senkrechten liegt. Insoweit hat man ein 
Maximum. 



IV. Unter allen Kurven , für welche -7 — x^ denselben Werth 

y 

A hat, diejenige zu suchen, für welche das aus einer Normale und 
den beiden Koordinatenaxen gebildete Dreieck ein M. M. ist. 
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Die Gleichung der Normale ist 

(Y — y)y' + X — x = 0', 

dieselbe schneidet die Axen in den Punkten : 

, X 

« + yy, 0; 0, y -f -^, 

so dass das fragliche Dreieck gleich 

ist. Die Gleichung 

^ — a?2 = JL (b) 

y 

bestimmt y als Funktion von X mit einer willkürlichen Konstanten (!j 
diese muss nun so bestimmt werden, dass (bei jedem x) 

(jLtpl ein M. M. 

y 

wird. Dazu gehört , dass 

7~ V^ '^^rcj yr— 87 - 0. 

während zugleich wegen (b): 

X dy _xyd^ _ dy' __ y' dy 
78c y'^ de ~ ' de y de' 

so dass 

(.+,yO[4|f-(. + yyO^|f] = 0. 

Hieraus entweder 

« + y^^ = 0, oder 4yy^ — (x + yt/} = 0. 

Die erste Gleichung liefert 

«2 + y^ = c, 

die zweite 

Sy^ — X^ =c. 

Da die (b) zugleich erfüllt sein muss , so bestimmt sich jeweils 
c, und zwar im ersten Falle c = — il; im zweiten c = + -4. 

Uebrigens findet sich aus (b): 

y^ =z e(Ä + a;2), yy* = ex, 
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also 

was zweimal nach c difiEerenzirt gibt 

+ i^ (30-1)0.10+1?, ±|^l|c^-c + |]. 
2c V c ^^ 

Setzt man Ersteres Null, so ist 

entweder 1 + c = 0^ oder 3 c — 1 = 0, 

Von diesen Gleichungen ist die erste unzulässig, da dann ja die 
Grösse , die ein M. M. werden sollte , zu Null wird ; die zweite gibt 
3 c = 1 , also 

Demnach ist 

3y^ = A +^a?2 (c) 

in der Lage, ein M. M. zu geben und zwar gibt 

y = Vi(Ä + x^) ein Minimum, 

y = — V I (-4. + x^) ein Maadmum. 

Da im Allgemeinen y (und auch y^) positiv zu nehmen ist, so 
wird nur der erste dieser zwei Fälle zu beachten sein. Die Kurve 
(c) ist eine Hyperbel. 



4. Kurve der grössten Geschwindigkeit. 

y. In einer vertikalen Ebene sind zwei feste Punkte gegeben. 
Man soll in derselben eine durch diese Punkte gehende Kurve zeich- 
nen, so beschafiEen, dass wenn ein schwerer Punkt längs derselben 
herabfällt und dabei einen Widerstand in seiner (Bewegungs-) Kich- 
tung, proportional einer Funktion der Geschwindigkeit, erleidet, die 
Geschwindigkeit im Endpunkte ein Maximum sei. 

Ist Vq die Geschwindigkeit im Anfangspunkte (x = 0), Vi die im 
Endpunkte (x =: h), so ist 

Dienger, Variationtrechnong. ^o 



194 §. 22. 4. Kurve der gi'össten Geschwindigkeit. 



und man wird also letzteres Integral zu einem Maximum zu maclien 
haben. Dabei nehmen wir die Axe der x zweckmässig vertikal im 
Sinne der Schwere an (h positiv, den Anfangspunkt der Koordinaten 
im Ausgangspunkte), da hier offenbar ein Zurückgehen der Kune 
nach oben nicht zulässig ist. 

Die Gleichung, welche v bestimmt (als Funktion von x) ist 



'i=^-/«V'+@y ••■■ 



(i) 



wennf(v) den Widerstand bezeichnet. 

Wir werden nun die beiden Funktionen y und v, welche dnrcli 
die vorige Gleichung verbunden tsind, nach §. 13, II. bestimmen, wo 

so dass (y = y, g = v): 

d_[, f{v)y' 

dx 






Hieraus 

Xfiv)i/= cVr+7», - «'f^ + ^/'Wl/iTTi = 0, (e) 

aus welchen Gleichungen , in Verbindung mit (d) , v und y folgen 
sollen. 

Hieraus 

S=^ [v©i^<^>- v^(^'^(^> +^'^'(^^S)]7vk 

c dx y'jyr+T» y' dx ^ ^^ f(v) 

Weiter aus (e): 

/(v) _ vjf dX 
f(v) ~c(l + »'«)da;' 
also 



( 



f^H + 1 v^dv\dX_ y" 



y 1 + y'» c dxj dx y'2 yY+v*' 
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"^v/m/T"; — Tc. . dv\dk cyf' 

d. h. wegen (d): 

dk cy" . c , 
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(^ 



dx y"^ - yf 

Somit hat man zur Bestimmung von v und y, 
dv .,.^rr-, — r: ^f{v) 



(f) 



Der weiteren Durchführung wollen wir uns enthalten, da sie 
keine besondere Schwierigkeiten darbietet, die Aufgabe auch von 
keinem besonderen Belange ist. 



13' 



*s 
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